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作者一些想说的话

本来刚开始只是打算简单写一下,没想到写到后来越写越多. 其实量子力学一点也不

难,只要认真去学习. 我读过的第一本量子力学教材是曾谨言的《量子力学(第四版)》,时

至今日我清晰地记得扉页上写的第一段前言:“他山之石可以攻玉.” 或许是我智慧尚未

修炼到位, 我读了三遍, 所有的习题我都破解掉了, 但我感觉自己对量子力学的理解依旧

没有足够深刻. 直到我接触的第二本量子力学教材狄拉克写《量子力学原理》,我才发现

量子化的核心就在于从经典的力学量Poison括号过渡到量子力学里的对易括号. 实际上

我们引入辛流形后会发现从经典力学过渡到量子力学是非常自然地一件事.

读过的第三本书是顾莱纳著的《量子力学:对称性》, 这本书从量子力学入手讲述对

称性与守恒量的关系, 在这本书里我才明白了经典力学里的诺特原理怎么对应到量子力

学版本的. 这本书大量篇幅讲述的李群表示, 特别是对角动量的讲述上非常清晰, 这点对

于作者后面学习量子场论时起到了非常重要的帮助. 作者读过的第四本书是樱井纯先生

写的《现代量子力学》. 时至今日我还记得当时上微分几何课程时,杨老师调笑我拿了一

本现代量子力学, 问我现代在哪里?可惜我资质愚钝, 直到现在我也没弄明白什么是“现

代”,更可惜杨老师后来身体不适,住院休假,希望一切都会好起来吧.

图 1: 士郎,我会一直爱着你

起草于:
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中国科学院物理研究所
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非相对论量子力学

1





Chapter 1

线性代数

1.1 简介

量子力学最主要的数学工具是线性代数. 要学好量子力学,必须非常熟悉线性代数中

的基本概念和运算方法.虽然我们假定读者已经学习过线性代数,但考虑到不同读者采用

的符号标记不同, 练习不够, 甚至接受了某些错误的概念, 有时会对量子力学学习造成一

些不必要的麻烦. 因此本书之初, 我们结合物理学, 复习线性代数中的基本概念和运算方

法, 统一符号, 强调某些容易混淆的概念, 我们愿意提醒读者, 理解这些概念和运算方法,

并不等于能熟练使用它们.

1.2 向量空间和子空间

向量空间和向量空间的基

如果数集F中任意两个数作某一运算后的结果仍然在F中, 我们就称数集F对这个运

算是封闭的,对加减乘除四则运算封闭的数集F称为数域.

最常见的数域是有理数域Q、实数域R、复数域C.此外还有很多其他数域,比如Q(
√

2):

Q(
√

2) = {a + b
√

2|a, b ∈ Q}

定义 1.2.1 (向量空间) 设E是一个非空集合, F是一个数域, 在集合E的元素之间定义

了加法.在数域F与集合E的元素之间还定义了数量乘法,如果加法与数量乘法满足下述规

则:

3
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(1) 加法交换律

a + b = b + a

(2) 加法结合律

(a + b) + c = a + (b + c)

(3) 在E中有单位元0

a + 0 = a

(4) 对于E中每一个元素a都存在逆元素b

a + b = 0

(5) 1a = a

(6) k(la) = (kl)a

(7) (k + l)a = ka + la

(8) k(a + b) = ka + kb

则称E为数域F上的向量空间, 其中k, l ∈ F,而a, b ∈ E,其中的元素也常称为向量,数域F中

的元素也常称为标量.

例如矩阵元是F中标量构成的矩阵, 对于矩阵加法和矩阵的数乘, 构成数域F上的向量空

间.全体实函数按照函数加法与乘法也构成实数域上的向量空间

定义 1.2.2 (向量空间的基) 若向量空间E中,有n个向量a1, a2, a3, · · · , an线性无关,而E中

任意n + 1个向量线性相关, 则把这a1, a2, · · · , an称为向量空间E的一组基底, 由于向量空

间中的所有基底都含有相同数量的向量,称n为向量空间E的维数.记作:dimE = n

向量空间的子空间

定义 1.2.3 (子空间) 如果数域F上的向量空间E的非空子集E1, E2对于E的两种运算也

构成向量空间,则称E1, E2为E的一个子空间

例如W = {
(

a b

0 0

)
|a, b ∈ F}是F2×2的一个子空间.

显然向量空间中,由单个的零向量所构成的子集合是一个向量空间,它叫做零子空间.

向量空间E自己本身也是E的一个子空间.

在向量空间总,零子空间和向量空间本身这两个子空间有时候叫做平凡子空间,而其

他线性子空间叫做非平凡子空间.
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定义 1.2.4 (子空间的和) 设E1, E2是向量空间E的两个子空间.把所有能表示成a1 + a2(a1 ∈
E1, a2 ∈ E2)的向量组成的子集合叫做E1和E2的和,记作:E1 + E2

很容易看出,子空间的和E1 + E2与子空间的交E1
⋂

E2也是都是子空间

定义 1.2.5 设E1, E2是向量空间E的两个子空间.

dim(E1) + dim(E2) = dim(E1 + E2) + dim(E1 ∩ E2)

子空间和的维数一般比子空间维数之和要小.

定义 1.2.6 (子空间的直和) 设E1, E2是向量空间E的两个子空间. 如果E = E1 + E2并

且E1 ∩ E2 = {0}.则把E叫做E1, E2的直和,记作E = E1 ⊕ E2.其中我们把E1, E2叫做E的互

补子空间.

直和有三条等价条件

(1) E1 ∩ E2 = {0}

(2) dim(E) = dim(E1) + dim(E2)

(3) E中任意向量都可以唯一地分解成分别属于E1, E2中的向量之和

下面是几个向量空间的例子:

例 1.2.1 (函数空间) 若X是一个非空集合, E是一个向量空间.记F是X 7−→ E的所有函数构

成的空间.如果加法和标量乘法满足下面的规则:

(1) ( f + g)(x) = f (x) + g(x)

(2) (λ f )(x) = λ f (x)

则F构成向量空间, 其中0矢量是对于X中每一个元素x都满足 f (x) = 0,映射到E中的0向

量所对应的映射.

例 1.2.2 Ω是RN的一个开子集,所有Ω 7−→ C的函数,满足下列条件构成子空间:

(1) C(Ω) =定义在Ω上的所有连续复函数的空间

(2) Ck(Ω) =定义在Ω上的所有k阶连续可偏导复函数的空间

(3) C∞(Ω) =定义在Ω上的所有无穷阶可微复函数的空间
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(4) P(Ω) =定义在Ω上的所有N元多项式的空间

例 1.2.3 (序列空间) 如果在1.2.1中的非空集合X是正整数集,那么对应的函数空间叫做序序序

列列列空空空间间间.加法和标量乘法如下定义:

(1) (x1, x2, . . . ) + (y1, y2, . . . ) = (x1 + y1, x2 + y2, . . . )

(2) λ(x1, x2, . . . ) = (λx1, λx2, . . . )

所有复序列构成的空间是一个向量空间.有界复序列的空间是这个空间的真子空间.收敛

复序列的空间是有界序列空间的真子空间

我们用(xn)或者(x1, x2, . . . )来表示序列的第n项xn,用{xn : n ∈ N}去表示序列元素的集
合.值得注意的是, 尽管(xn)是无穷序列, 但{xn : n ∈ N}可以是有限集合. 在大多数

情况下,证明一个空间是向量空间是容易的或者平凡的.下面给两个例子.

例 1.2.4 (lp空间) 无穷复序列(zn)满足∑∞
n=1 |zn|p < ∞的空间记作lp空空空间间间(p ≥ 1)

证明 1.2.1 lp空间是复序列空间的子空间, 如果(xn), (yn) ∈ lp, 很容易得到(xn + yn) ∈
lp和(λxn) ∈ lp

首先显然
∞

∑
n=1
|λxn|p = |λ|p

∞

∑
n=1
|xn|p < ∞

而条件∑∞
n=1 |xn + yn| < ∞则可以用Minkowski不等式得到:

(
∞

∑
n=1
|xn + yn|p)

1
p ≤ (

∞

∑
n=1
|xn|p)

1
p + (

∞

∑
n=1
|yn|p)

1
p

Minkowski不等式建立于Hölder不等式.读者可以自证,以下是参考证明:

定理 1.2.1 (Hölder不等式) 设p > 1, q > 1并且有 1
p + 1

q = 1, 如果(xn) ∈ lp以

及(yn) ∈ lp,那么有:
∞

∑
n=1
|xnyn| ≤ (

∞

∑
n=1
|xn|p)

1
p (

∞

∑
n=1
|yn|q)

1
q

证明 1.2.2 不失一般性,我们假设∑∞
n=1 |xn| 6= 0, ∑∞

n=1 |yn| 6= 0. 首先我们观察:

x
1
p ≤ 1

p
x +

1
q
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对于0 < x < 1成立.设a, b是非负数,且有ap ≤ bq. 这样就有0 ≤ ap

bq ≤ 1. 因此我们有:

ab−
q
p ≤ 1

p
ap

bq +
1
q

因为− q
p = 1− q.

ab1−q ≤ 1
p

ap

bq +
1
q

两边同时乘以bq,得到

ab ≤ ap

p
+

bq

q
(1.1)

证明1.1用了假设条件ap ≤ bq.同理可以证明1.1同样对于ap ≥ bq也成立.对于1.1我们假设:

a =
xj

(∑n
k=1 |xk|p)

1
p

b =
yj

(∑n
k=1 |yk|q)

1
q

其中n ∈N,我们得到

xj

(∑n
k=1 |xk|p)

1
p

yj

(∑n
k=1 |yk|q)

1
q
≤ 1

p
|xj|p

∑n
k=1 |xk|p

+
1
q
|yj|q

∑n
k=1 |yk|q

对于1 ≤ j ≤ n.叠加上式,得到

∑n
k=1 |xj||yj|

(∑n
k=1 |xk|p)

1
p (∑n

k=1 |yk|q) 1
q

≤ 1
p
+

1
q
= 1

让n→ ∞得到Hölder不等式

定理 1.2.2 (Minkowski不等式) 设p ≥ 1. 如果(xn), (yn) ∈ lp,那么

(
∞

∑
n=1
|xn + yn|p)

1
p ≤ (

∞

∑
n=1
|xn|p)

1
p + (

∞

∑
n=1
|yn|p)

1
p

证明 1.2.3 对于p = 1很显然退化成三角不等式. 如果p > 1,那么存在q满足 1
p +

1
q = 1. 根
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据Hölder不等式,有:

∞

∑
n=1
|xn + yn|p ≤

∞

∑
n=1
|xn + yn||xn + yn|p−1

≤
∞

∑
n=1
|xn||xn + yn|p−1 +

∞

∑
n=1
|yn||xn + yn|p−1

≤ (
∞

∑
n=1
|xn|p)

1
p (

∞

∑
n=1
|xn + yn|q(p−1))

1
q

+ (
∞

∑
n=1
|yn|p)

1
p (

∞

∑
n=1
|xn + yn|q(p−1))

1
q

因为q(p− 1) = p,所以有:

∞

∑
n=1
|xn + yn|p ≤ ((

∞

∑
n=1
|xn|p)

1
p + (

∞

∑
n=1
|yn|p)

1
p )(

∞

∑
n=1
|xn + yn|p)

1
q

两边同时除以(∑∞
n=1 |xn + yn|p)

1
q后, Minkowski不等式得证.

定义 1.2.7 (向量空间的笛卡尔乘积) 设E1, . . . , En是在相同数域F上的向量空间,定义:

E = (x1, . . . , xn) : x1 ∈ E1, x2 ∈ E2, . . . , xn ∈ En

并且有:

(x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn) = (x1 + y1, . . . , xn + yn)

λ(x1, . . . , xn) = (λx1, . . . , λxn)

E是一个向量空间,叫做E1, . . . , En的笛卡尔乘积.记作E = E1 × E2 × · · · × En

设x1, . . . , xn是向量空间E的元素.如果存在标量α1, . . . , αk满足:

x = α1x1 + · · ·+ αkxk

则向量x ∈ E叫做向量x1, . . . , xn的线性组合.例如Rn中的元素是

e1 = (1, 0, . . . , 0, 0), e2 = (0, 1, . . . , 0, 0), . . . , en = (0, 0, . . . , 0, 1)

的线性组合.

类似的, k阶多项式是1, x, x2, . . . , xk的线性组合
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定义 1.2.8 (线性无关) 如果α1x1 + · · ·+ αkxk = 0当且仅当α1 = α2 = · · · = αk = 0,

那么矢量x1, x2, · · · , xk线性无关

1.3 赋范空间

范数

定义 1.3.1 (范数) 向量空间E 7→ R的函数x 7→ ‖x‖被称为范数,如果满足下列条件:

(a) ‖x‖ = 0,当且仅当x = 0

(b) 对于任意x ∈ E, λ ∈ F,有‖λx‖ = |λ|‖x‖

(c) 对于任意x, y ∈ E,有‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖

条件(c)叫做三角不等式

例 1.3.1 函数

‖z‖ =
√
|z1|2 + |z2|2 + · · ·+ |zn|2, z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn

定义了Cn上的一个范数. 这个范数叫做Euclidean范数. 下列同样也是Cn的范数:

‖z‖ = |z1|+ |z2|+ · · ·+ |zn|

‖z‖ = max|z1|, . . . , |zn|

例 1.3.2 设Ω是Rn上的有界闭子集.函数‖ f ‖ = maxx∈Ω| f (x)|定义了C(Ω)上的范数

例 1.3.3 设z = (zn) ∈ lp. ‖z‖ = (∑∞
n=1 |zn|p)

1
p定义了lp上的一个范数(p > 1), Minkowski不

等式保证了这一点.

赋范空间

定义 1.3.2 具有范数的向量空间叫做赋范空间

在同一个向量空间上可能定义不同的范数. 因此定义赋范空间需要具体的向量空间和范

数定义. 我们也常说赋范空间指的是一对(E, ‖ · ‖), 其中E是指向量空间, ‖ · ‖是指定义
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在E上的范数. 一些向量空间也具有标准的范数. 但我们谈论到Rn的时候, 我们立即意识

到Euclidean范数:

‖x‖ =
√

x2
1 + · · ·+ x2

n

同样类似的, 1.3.2、1.3.3里定义的范数也是标准的.如果我们想要考虑这些空间上的不同

范数,我们就必须说清楚“考虑. . .上具有. . .范数的空间”.

指的注意, 赋范空间的子空间也要有相同的范数定义. 绝对值是R和C上的一个

范数. 因为两个数差的绝对值表示是这些数的距离, 并且收敛是指”与极限点的接近”, 所

以绝对值通常用于定义收敛. 范数也扮演同样的角色. 当‖x‖被解释为x的大小时, ‖x −
y‖提供了x和y之间的距离尺度.

赋范空间中的收敛

定义 1.3.3 设(E, ‖ · ‖)是一个赋范空间,如果对于任意ε > 0,存在一个数M,使得对于

每一个n ≥ M都有‖xn − x‖ < ε,我们说E中元素序列(xn)收敛于x ∈ E. 在这样的情况下,

可以写作limn→∞ xn = x或者简单写作xn → x

赋范空间上的收敛有和R上收敛的相同性质:

1. 如果xn → x和λn → λ(λn, λ是数域里的标量),那么有λnxn → λx

2. 如果xn → x和yn → y,那么有xn + yn → x + y

证明方法与R中收敛的方法一样.

向量空间E中的范数诱导向量空间E的收敛.换句话说,如果我们有一个赋范空间E,我

们自然地就在E中定义了收敛. 很自然的我们会想到, 反过来, 如果给定了E上的收敛, 是

否可以找到E上的范数,这个范数可以定义这个收敛. 答案是不一定.

例 1.3.4 考虑定义在有界闭集Ω ⊂ Rn上的所有连续函数空间C(Ω). 若对于任意ε > 0,

存在一个常数n0, 使得对于所有x ∈ Ω和n ≥ n0都有| f (x) − fn(x)| < ε成立, 我们说序

列 f1, f2, . . . , fn ∈ C(Ω)一致收敛于 f . 显然1.3.2中的范数定义了序列 fn一致收敛于 f ,当且

仅当‖ fn − f ‖ = maxx∈Ω | fn(x)− f (x)| → 0(n→ 0). 这个范数叫做一致收敛范数

范数的等价

定义 1.3.4 定义在相同向量空间的两个范数, 如果他们定义相同的收敛, 那么被称为

等价范数.更详细的说,定义在E上的范数‖ · ‖1和‖ · ‖2,如果对于在E上的任意序列(xn)和x ∈
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E都有,

‖xn − x‖1 → 0 当且仅当 ‖xn − x‖2 → 0

那么被称为等价的.

例 1.3.5 下列定义在R2上的范数是等价的

‖(x, y)‖1 =
√

x2 + y2 ‖(x, y)‖2 = |x|+ |y|

‖(x, y)‖3 = max |x|, |y|

接下来将会证明定义在任意有限维向量空间的范数都是等价的.证明需要一些准备.

定理 1.3.1 设‖ · ‖1和‖ · ‖2是向量空间的两个范数. ‖ · ‖1和‖ · ‖2被称为等价的, 当且

仅当存在正数α和β,使得

α‖x‖1 ≤ ‖x‖2 ≤ β‖x‖1 x ∈ E

证明 1.3.1 假设两个范数‖ · ‖1和‖ · ‖2等价,也就是说‖xn− x‖1 → 0当且仅当‖xn− x‖2 →
0. 假设不存在α > 0使得对于任意x ∈ E都有α‖x‖1 ≤ ‖x‖2. 那么对于任意n ∈ N都存

在xn ∈ E使得
1
n
‖xn‖1 > ‖x‖2

定义

yn =
1√
n

xn

‖xn‖2

显然‖yn‖2 = 1√
n → 0. 另一方面, ‖yn‖1 ≥ n‖yn‖2 ≥

√
n. 这个矛盾表明了必须存

在α > 0满足定理左半边. 同样的可以证明β的存在.

引理 1.3.1 如果x1, . . . , xn是赋范空间中线性无关的元素,则存在常数c > 0使得

‖α1x1 + · · ·+ αnxn‖ ≥ c(|α1|+ · · ·+ |αn|) (1.2)

对于所有的α1, . . . , αn ∈ R都成立

证明 1.3.2 当|α1|+ · · ·+ |αn| = 0时,(1.2)对与任意c都成立.所以(1.2)等价于

‖β1x1 + · · ·+ βnxn‖ ≥ c, |β1|+ · · ·+ |βn| = 1
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连续函数 f : Rn 7→ R定义为:

f (β1, . . . , βn) = ‖β1x1 + · · ·+ βnxn‖

因为集合B = (β1, . . . , βn) ∈ Rn : |β1|+ · · ·+ |βn| = 1是有界闭集. f在B上取得最小值.

值得注意最小值非零,因为β1x1 + · · ·+ βnxn = 0, |β1|+ · · ·+ |βn| = 1与x1, . . . , xn线性

无关矛盾.因此

c = min
(β1,...,βn)∈B

f (β1, . . . , βn) = min
(β1,...,βn)∈B

‖β1x1 + · · ·+ βnxn‖ > 0

证明完毕

定理 1.3.2 如果E是有限维向量空间,则该空间任意两个范数都等价.

证明 1.3.3 E是有限维向量空间,{e1, . . . , en}是E的基.定义‖ · ‖0范数如下:

‖α1e1 + · · ·+ αnen‖0 = |α1|+ · · ·+ |αn|

利用1.3.1

‖α1e1 + · · ·+ αnen‖ ≤ |α1|‖e1‖+ · · ·+ |αn|‖en‖

≤ max ‖e1‖, . . . , ‖en‖(|α1|+ · · ·+ |αn|)

所以对于任意x ∈ E都有

‖x‖ ≤ β‖x‖0

其中β = max ‖e1‖, . . . , ‖en‖. 由于引理1.3.1立即可以得到,对于任意x ∈ E

α‖x‖0 ≤ ‖x‖

证明完毕

如果定义距离函数d(x, y) = ‖x− y‖,则赋范空间(E, ‖ · ‖)成为度规空间.由范数定义的收

敛和由这个度规定义的收敛是一样的. E中的度规定义了E中的拓扑. 拓扑概念可以通过

开集去定义,没有必要先定义度规,然后用度规去定义拓扑.下面我介绍一些赋范空间的拓

扑性质.
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开球、闭球和球面

定义 1.3.5 x是度量空间E里的元素, r是正数,则有如下概念:

1. B(x, y) = y ∈ E : ‖y− x‖ < r(开球)

2. B(x, y) = y ∈ E : ‖y− x‖ ≤ r(闭球)

3. B(x, y) = y ∈ E : ‖y− x‖ = r(球面)

x叫做球心, r叫做半径

例 1.3.6 下面是几个R2中球的例子.

‖(x, y)‖1 =
√

x2 + y2, ‖(x, y)‖2 = |x|+ |y|

‖(x, y)‖3 = max |x|, |y|

-1.0 -0.5 0.5 1.0

-1.0

-0.5

0.5

1.0

-1.0 -0.5 0.5 1.0

-1.0

-0.5

0.5

1.0

-1.0 -0.5 0.5 1.0

-1.0

-0.5

0.5

1.0

图 1.1: R2中球的例子, ‖(x, y)‖1 ≤ 1, ‖(x, y)‖2 ≤ 1, ‖(x, y)‖3 ≤ 1

开集和闭集

定义 1.3.6 S是赋范空间E的子集,若对于任意x ∈ S都存在ε > 0,使得B(x, ε) ⊆ S,则

称S为开集.如果子集S的补集(E \ S)是开集,则称S为闭集.

很容易意识到, 尽管球的定义不同, 但范数的等价定义了相同的开集. 开集同样的定义了

闭集、稠集和紧集以及其他的拓扑概念.

例 1.3.7 开球是开集.闭球和球面是闭集.

定理 1.3.3

(a) 开集的任意并集是开集

(b) 开集的有限交集是开集
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(c) 闭集的有限并集是闭集

(d) 闭集的任意交集是闭集

(e) 空集和全集既是开也是闭的

定理 1.3.4 赋范空间E的子集S是闭的,当且仅当S的元素序列在E中收敛,并且极限在S中.

x1, x2, . . . , xn ∈ S, xn → x, x ∈ S

证明 1.3.4 假设S是E的闭子集, x1, x2, · · · ∈ S, xn → x且x /∈ S. 因为S是闭集, E \ S是

开集. 所以存在ε > 0使得B(x, ε) ⊆ E \ S. 换句话说,因为‖x − xn‖ → 0, 对于充分大

的n ∈N,我们有‖x− xn‖ < ε. 这个矛盾表明了x ∈ S.

现在假设x1, x2, · · · ∈ S, 并且有xn → x,x ∈ S. 如果S不是闭集, 则E \ S非开. 所

以存在x ∈ E \ S使得任意球B(x, ε)都包含S中的元素. 这样我们能找到x1, x2, · · · ∈ S使

得xn ∈ B(x, 1
n ). 但另一方面xn → x以及假设条件x ∈ S. 这与x ∈ E \ S假设相互矛盾. 因

此S必须是闭集.

闭包

定义 1.3.7 S是赋范空间E的子集, S的闭包定义为所有闭集的交,记作clS.表示最小的

闭集.

定理 1.3.5 S是赋范空间E的子集,闭包clS是指S中所有收敛列极限的集合.

clS = {x ∈ E : ∃x1, x2, · · · ∈ Ss.t.xn → x}

读者自证

稠密

定义 1.3.8 赋范空间E有子集S,如果clS = E,则S被称为稠密的,

例 1.3.8 [a, b]上所有多项式的集合在C([a, b])上稠密. 有限项非零项的所有复数列的集合

在lp(p > 1)上稠密.

定理 1.3.6 S是赋范空间E的子集,以下条件相互等价:

(a) S在E中稠密
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(b) 对于每一个x ∈ E,都存在x1, x2, · · · ∈ S,使得xn → x

(c) 对于E的每一个非空子集至少包含S中的一个元素

紧致

定义 1.3.9 赋范空间E有子集S, 如果S中的每一个序列(xn)都包含极限在S中的收敛

子序列,则称S为紧致集合

例 1.3.9 Rn, Cn中的有界闭集紧致

定理 1.3.7 当且仅当闭单位球是紧致的时候,赋范空间E是有限维的

有界

定义 1.3.10 赋范空间E中有子集S,如果存在r > 0, S ⊆ B(0, r),则称S是有界子集

定理 1.3.8 紧致集合是有界闭的.

定理 1.3.9 当且仅当E中的单位球是紧致的,赋范空间E是有限维的.

读者自证

1.4 Banach空间

Cauchy序列

定义 1.4.1 如果对于任意ε > 0存在数M使得‖xm − xn‖ < ε对于m, n > M都成立,则

称赋范空间中的向量序列(xn)为Cauchy序列.

Augustin Louis Cauchy(1789-1857)

定理 1.4.1 下列条件相互等价

(a) (xn)是Cauchy序列.

(b) 对于任意一对递增正整数序列(pn), (qn),都有‖xpn − xqn‖ → 0, n→ ∞成立

(c) 对于任意递增正整数序列(pn),都有‖xpn+1 − xpn‖ → 0, n→ ∞成立
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显然每一个收敛序列都是Cauchy序列,事实上若‖xn − x‖ → 0,则

‖xpn − xqn‖ ≤ ‖xpn − x‖+ ‖xqn − x‖ → 0

对于每一个递增序列(pn), (qn)都成立.收敛序列是Cauchy序列, 但Cauchy序列不一定是

收敛序列.

例 1.4.1 设P([0, 1])是[0, 1]上的多项式空间,并且有一致收敛的范数‖P‖ = max[0,1] |P(x)|.
定义

Pn(x) = 1 + x +
x2

2!
+ · · ·+ xn

n!

其中n = 1, 2, . . . , (Pn)是一个Cauchy序列, 但显然并不收敛于P([0, 1]), 因为极限不是一

个多项式.

引理 1.4.1 若(xn)是赋范空间的一个Cauchy序列,则序列(‖xn‖)收敛.

证明 1.4.1 因为|‖x‖− ‖y‖| ≤ ‖x− y‖,所以有|‖xm‖− ‖xn‖| ≤ ‖xm− xn‖ → 0, (m, n→
∞). 范数序列是实柯西序列,因此它收敛.

Banach空间

定义 1.4.2 如果每一个Cauchy序列都收敛于E,则称E是完备的.完备的赋范空间称为Banach空

间

例 1.4.2 l2是完备空间. 设(an)是l2的柯西序列,如果

an = (αn,1, αn,2, . . . )

对于给定的任意ε > 0都存在数n0使得

∞

∑
k=1
|αm,k − αn,k|2 < ε2

对于所有的m, n ≥ n0都成立. 值得注意, 这实际上是对于每一个固定的k ∈ N和每一

个ε都存在一个数n0使得

|αm,k − αn,k| < ε
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对于任意mn,≥ n0都成立.这也意味着对于任意k,序列(αn,k)是C里的柯西序列,所以是收

敛序列.记

αk = lim
n→∞

αn,k, k = 1, 2, . . . a = (αn)

进一步证明a是l2的元素,序列(an)收敛于a. 根据(1.4.2),令m→ ∞得到

∞

∑
k=1
|αk − αn,k|2 ≤ ε2

对于任意n ≥ n0都成立.因为
∞

∑
k=1
|αn0,k|2 < ∞

再利用Minkowski不等式√
∞

∑
k=1
|αk|2 =

√
∞

∑
k=1

(|αk| − |αn0,k|+ |αn0,k|)2

≤
√

∞

∑
k=1

(|αk| − |αn0,k|)2 +

√
∞

∑
k=1
|αn0,k|2

≤
√

∞

∑
k=1
|αk − αn0,k|2 +

√
∞

∑
k=1
|αn0,k|2 < ∞

这就证明了序列a = (αn)是l2的元素. 因为ε是任意小的,所以有

lim
n→∞
‖a− an‖ = lim

n→∞

√
∞

∑
k=1

(|αk| − |αn,k|)2 = 0

序列(an)收敛于a,且a ∈ l2

收敛与绝对收敛

定义 1.4.3 赋范空间E中有级数∑∞
n=1 xn, 如果序列的部分和收敛于E, 也就是说, 存

在x ∈ E使得当n → ∞时‖x1 + x2 + · · · + xn − x‖ → 0成立, 则叫做收敛级数. 这种情

况下记作∑∞
n=1 xn = x. 如果∑∞

n=1 ‖xn‖ < ∞,则称级数为绝对收敛.

定理 1.4.2 Banach空间的闭子空间是Banach空间自己
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1.5 线性映射

我们先介绍一些概念. 设E1和E2是两个向量空间, L是E1到E2的映射. 如果y = L(x),

则称y是x的像.

如果A是E1的子集, 则L(A)表示A的像集, 也就是说, L(A)是A中元素的像的集合,并

且像在E2里.如果B是E2的子集,则L−1(B)表示B的原像.

L(A) = L(x) : x ∈ A, L−1(B) = x ∈ E1 : L(x) ∈ B

值得注意的是L−1并不意味着L是可逆的.

我们通常考虑的映射是定义在向量空间的真子空间上的.所以提出L的定义域这个概

念是很重要的,我们用D(L)表示L的定义域.集合L(D(L))叫做L的值域,用R(L)表示.

R(L) = {y ∈ E2 : L(x) = y, x ∈ D(L)}

L的零空间记作N (L), 这指的是所有的x ∈ D(L)使得L(x) = 0. 在最后简单介绍一下映

射的图,用G(L)表示映射L的图,指的是如下定义的E1 × E2的子集

G(L) = {(x, y) : x ∈ D(L), y = L(x)}

线性映射

定义 1.5.1 如果映射L : E1 7→ E2对于任意的x, y ∈ E1, α, β ∈ F满足L(αx + βy) =

αL(x) + βL(y),则称L为线性映射

在向量空间中,我们常用Lx的写法替代L(x).

连续映射

定义 1.5.2 设E1和E2是赋范空间, F是E1到E2的映射,如果对于所有E1中的序列(xn)都

收敛于x0, 有序列(F(xn))收敛于F(x0), 即如果‖xn − x0‖ → 0意味着‖F(xn)− F(x0)‖ →
0,那么就说F在x0连续. 如果F在任意x ∈ E1都连续,则称F是连续的.

我们将会在量子力学里面遇到很多连续性问题.

例 1.5.1 赋范空间E的范数是E 7→ R的连续映射.

证证证明明明 1.5.1 如果有‖xn − x‖ → 0,则|‖xn‖ − ‖x‖| ≤ ‖xn − x‖ → 0
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定理 1.5.1 设F : E1 7→ E2. 下列条件相互等价.

(a) F是连续的

(b) E2的任意开子集U的原象F−1(U)在E1中仍然是开的.

(c) E2的任意闭子集S的原象F−1(S)在E1中仍然是闭的.

定理 1.5.2 如果存在x0 ∈ E1,有线性映射L : E1 7→ E2在x0连续,则线性映射L是连续

映射的.

证明 1.5.2 假设L在x0 ∈ E1连续. 设x是E1的任意一个元素(xn)是收敛于x的序列. 自然地

有序列(xn− x + x0)收敛于x0,这样我们有‖Lxn− Lx‖ = ‖L(xn− x + x0)− Lx0‖ → 0. 得

证

有界线性映射

定义 1.5.3 线性映射L : E1 7→ E2,如果存在数α > 0使得对于所有的x ∈ E1都有‖Lx‖ ≤
‖x‖,则L叫做有界线性映射.

值得注意的是, 这个定义相当于说L在E1的单位球面上以α为界,也就是说对于所有的x ∈
E1有‖Lx‖ ≤ α使得‖x‖ = 1

定理 1.5.3 线性映射是连续的,当且仅当它是有界的.

证明 1.5.3 如果L是有界线性映射,且有‖xn‖ → 0, 则‖Lxn‖ ≤ α‖xn‖ → 0. 即线性映

射L在0连续, 根据定理1.5.2, L是连续映射. 如果L不是有界的, 那么对于任意n ∈ N,

存在xn ∈ E1使得‖Lxn‖ > n‖xn‖.定义序列:

yn =
xn

n‖xn‖

显然yn → 0,而对于任意n ∈ N有‖Lyn‖ > 1,所以L不是连续映射

有限维空间的线性映射是有界的,上述定理也意味着对于线性映射连续和一致连续是等

价的.

如果加法和数乘如下定义,向量空间E1到E2的所有线性映射也构成向量空间:

(L1 + L2)x = L1x + L2x, (λL)x = λ(Lx)



20 CHAPTER 1. 线性代数

如果E1和E2是赋范空间, 则所有E1 7→ E2的有界线性映射的集合是上面定义的空间的线

性子空间,记作B(E1, E2)

定理 1.5.4 如果E1和E2是赋范空间,则B(E1, E2)也是赋范空间,范数如下定义:

‖L‖ = sup
‖x‖=1

‖Lx‖

证明 1.5.4 如果L1, L2 ∈ B(E1, E2)有x ∈ E1使得‖x‖ = 1,则有

‖L1x + L2x‖ ≤ ‖L1x‖+ ‖L2x‖

这意味着

‖L1x + L2x‖ ≤ sup
‖x‖=1

‖L1x‖+ sup
‖x‖=1

‖L2x‖ = ‖L1‖+ ‖L2‖

因此有,

‖L1 + L2‖ = sup
‖x‖=1

‖L1x + L2x‖ ≤ ‖L1‖+ ‖L2‖

所以上述范数定义的确满足三角不等式.

(1.5.4)定义的范数是B(E1, E2)的标准范数, 当我们谈论起B(E1, E2)的范数时, 指的就是这

个范数.

定理 1.5.5 若E1是赋范空间E2是Banach空间,则B(E1, E2)是Banach空间

证明 1.5.5 首先说明B(E1, E2)是完备的. (Ln)是B(E1, E2)中的柯西序列, x是E1的任意元

素.则有:

‖Lmx− Lnx‖ ≤ ‖Lm − Ln‖‖x‖ → 0 m, n→ ∞

这表明了(Lnx)是E2中的Cauchy序列.由于E2的完备性,存在唯一的元素y ∈ E2使得Lnx →
y. 因为x是E1的任意元素,这定义了一个从E1到E2的映射L:

Lx = lim
n→∞

Lnx

接下来再证明L ∈ B(E1, E2)和‖Ln − L‖ → 0. 显然, L是一个线性映射. 因为Cauchy序列

有界,存在一个常数α使得对于所有的n ∈N有‖Ln‖ ≤ α成立.所以

‖Lx‖ = ‖ lim
n→∞

Lnx‖ = lim
n→∞
‖Lnx‖ ≤ α‖x‖
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因此L也是有界的,这样L ∈ B(E1, E2). 接下来还有‖Ln − L‖ → 0需要证明. 令ε > 0, 存

在k使得对于所有的m, n ≥ k都有‖Lm − Ln‖ < ε. 如果‖x‖ = 1, m, n ≥ k,则

‖Lmx− Lnx‖ ≤ ‖Lm − Ln‖ < ε

令n → ∞得到对于任意m ≥ k, x ∈ E1, ‖x‖ = 1有‖Lmx − Lx‖ ≤ ε. 所以对于所有

的m > k, ‖Lm − L‖ ≤ ε.得证

定理 1.5.6 (对角定理)E是一个赋范空间,(xij), (i, j ∈ N)是E中的无限维矩阵的矩阵

元.若有:

(a) 对于任意j ∈N有limi→∞ xij = 0

(b) 对于每一个指标列pn有子列qn使得

lim
i→∞

∞

∑
j=1

xqjqj = 0

则limi→∞ xii = 0

留作练习,读者自证.下面简单介绍一下压缩映射和不动点定理

压缩映射

定义 1.5.4 赋范空间E的子集A到E之间有一映射 f , 如果存在正数α < 1使得对于所

有的x, y ∈ A都有:

‖ f (x)− f (y)‖ ≤ α‖x− y‖

则把 f叫做压缩映射.

例 1.5.2 考虑一个非线性方程x3 − x − 1 = 0. 方程有三个根. 把方程写成Tx = x形式有

多种方式.例如

Tx = (1 + x)
1
3 , Tx = x3 − 1, Tx =

1
x2 − 1

原方程的根在[1, 2]. 由T(x) = (1 + x)
1
3定义的映射T是一个压缩映射. 由均值定理可以得

到

|Tx− Ty| = |(1 + x)
1
3 − (1 + y)

1
3 | ≤ 2

1
3

6
|x− y|

其余两个不是压缩映射
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Banach不动点定理

首先要介绍一下不动点. 如果映射 f满足存在点z使得 f (z) = z, 则称z为 f的不动点.

这个定理在后面的微分积分方程里有很大的用处.

例 1.5.3 令E = C([0, 1])是定义在闭区间[0, 1]上的连续复函数空间. 再令T如下定义

(Tx)(t) = x(0) +
∫ t

0
x(τ)dτ

显然,对于任意a ∈ C,函数x(t) = aet是T的不动点.

定理 1.5.7 (不动点定理)令F是赋范空间E的闭子集, f是从F到F的压缩映射, 则存在

唯一的x ∈ F使得 f (z) = z

证明 1.5.6 令0 < α < 1使得对于所有的x, y ∈ F有

‖ f (x)− f (y)‖ ≤ α‖x− y‖

令x0是F中的任意点, xn = f (xn−1), n = 1, 2, . . . . 我们将证明(xn)是Cauchy序列. 首先观

察到,对于任意n ∈N

‖xn+1 − xn‖ ≤ α‖xn − xn−1‖ ≤ α2‖xn−1 − xn−2‖ ≤ · · · ≤ αn‖x1 − x0‖

因此对于任意m, n ∈N使得m < n有

‖xn − xm‖ ≤ ‖xn − xn−1‖+ ‖xn−1 − xn−2‖+ · · ·+ ‖xm+1 − xm‖

≤ (αn−1 + αn−2 + · · ·+ αm)‖x1 − x0‖
‖x1 − x0‖

1− α
αm → 0, m→ ∞

这样(xn)是Cauchy序列.因为F是完备空间的闭子集,所以存在z ∈ F使得当n→ ∞时xn →
z.接下来证明唯一存在z使得 f (z) = z. 首先因为

‖ f (z)− z‖ ≤ ‖ f (z)− xn‖+ ‖xn − z‖

= ‖ f (z)− f (xn−1)‖+ ‖xn − z‖

≤ α‖x− zn−1‖+ ‖xn − z‖ → 0, n→ ∞
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‖ f (z)− z‖ = 0,这样就有 f (z) = z. 假设有另一个点w ∈ F, f (w) = w,则

‖z− w‖ = ‖ f (z)− f (w)‖ ≤ α‖z− w‖

因为0 < α < 1,必有‖z− w‖ = 0,这意味着z = w

1.6 线性空间的同构

设a1, a2, · · · , an是线性空间E的一组基,在这组基下, E中每一个向量都有确定的坐标,

而向量的坐标可以看成Fn的元素.因此向量与它的坐标之间的对应实质上就是E到F的一

个映射,这个映射是单射且满射的.坐标给出了线性空间E与Fn的双射.这个对应最重要体

现在运算关系的对应上.

设

x = x1a1 + x2a2 + · · ·+ xnan =
n

∑
i=1

xiai

y = y1a1 + y2a2 + · · ·+ ynan =
n

∑
j=1

yjaj

即向量x, y的坐标分别是(x1, · · · , xn), (y1, · · · , yn),那么

x + y = (x1 + y1)a1 + · · ·+ (xn + yn)an

kx = kx1a1 + · · ·+ kxnan

向量x + y, kx的坐标分别是

(x1 + y1, x2 + y2, · · · , xn + yn) = (x1, · · · , xn) + (y1, · · · , yn)

(kx1, kx2, · · · , kxn) = k(x1, x2, · · · , xn)

向量的运算可以归结成它们坐标的运算,因而线性空间E的讨论可以归结于Fn的讨论

定义 1.6.1 数域F上两个线性空间E与E′称为同构的,如果从E到E′有一个双射σ. 具有

以下性质:

(1) σ(a + b) = σ(a) + σ(b)

(2) σ(ka) = kσ(a)
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其中a, b是E中任意向量, k是F中任意数,这样的映射称为同构映射.

同构映射基本性质:

(1) σ(0) = 0, σ(−a) = −σ(a)

(2) σ(∑n
i=1 kiai) = ∑n

i=1 kiσ(ai)

(3) E中向量组a1, · · · , an线性相关的充分必要条件是,它们的像σ(a1), σ(a2), · · · , σ(an)线

性相关

(4) 如果E1是E的一个线性子空间,那么, E1在σ下像集合

σ(E1) = σ(a)|a ∈ E1

是σ(E)的子空间,并且dim(E1) = dim(σ(E1))

(5) 同构映射的逆以及两个同构映射的乘积还是同构映射

1.7 线性变换

线性变换基本概念

线性空间中,事物之间的联系反映为线性空间的映射,线性空间到自身的映射通常称

为E的一个变换.线性变换是最简单最基本的一种变换,线性变换是量子力学里最常用的概

念.

定义 1.7.1 如果对于线性空间E中任意元素a, b和数域F中任意数k, 都有这样的线性

变换A,满足:

A(a + b) = A(a) + A(b)

A(ka) = kA(a)

则这个变换A称为线性变换, 以后使用大写A, B, · · ·代表E的变换,A(a)或Aa代表元素a在

变换A下的像.线线线性性性变变变换换换保保保持持持加加加法法法与与与数数数量量量乘乘乘法法法.

例 1.7.1 平面上的向量构成实数域上的二维线性空间.把平面围绕坐标原点绕逆时针方

向转动θ角, 就是一个线性变换, 用Aθ表示.如果平面上一个向量a在直角坐标系下的坐标
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是(x, y),那么像Aθ(a)的坐标(x’,y’)为:(
x′

y′

)
=

(
cosθ −sinθ

sinθ cosθ

)(
x

y

)

同样的三维空间中绕轴有限转动也是一个线性变换

例 1.7.2 线性空间E中的恒等变换(单位变换)满足:

I(a) = a (a ∈ E)

以及零变换0:0(a) = 0 (a ∈ E)

线性变换的运算

线性变换作为映射,利用映射的复合可以定义线性变换的乘法

定义 1.7.2 设A, B是线性空间E上的两个线性变换,定义他们乘积AB为

(AB)(a) = A(B(a)) (a ∈ E)

容易得到,线性变换的乘积也是线性变换(读者自证)

通过以上定义可以看出线性变换满足乘法结合律

(AB)C = A(BC)

但线性变换的乘法一般是不可交换的.

例 1.7.3 实数域R上的线性空间R[x]中,线性变换

D( f (x)) = f ′(x)

F( f (x)) =
∫ x

0
f (t)dt

的乘积DF = I,但一般FD 6= I

线性变换还可以定义加法.设A, B是线性空间E上的两个线性变换,定义它们的和A + B为

(A + B)(a) = A(a) + B(a) a ∈ E
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线性变换的和还是线性变换,不难证明线性变换的加法满足加法结合律与交换律.对于加

法,零变换0有特殊地位,它与所有线性变换A的和仍为A:

A + 0 = A

同样可以定义负变换

(−A)(a) = −A(a) a ∈ E

显然：A + (−A) = 0.

1.8 Hilbert空间

在复习Hilbert空间之前,我们先复习对偶空间的概念.设E是实数域R上的n维向量空

间,可定义E上的线性映射L. 即向量空间E与实数域R间的线性映射

L : R 7→ R

x 7→L(x) ∈ R, x ∈ E

线性映射保持线性结构.

L(αx + βy) = αL(x) + βL(y), x, y ∈ E, α, β ∈ R

在之前的线性映射章节里,我们讨论了E1 7→ E2的线性映射的集合也构成向量空间B(E1, E2).这

里我们把这个向量空间B(E, R)称为向量空间E的对偶空间,记作E∗

L ∈ E∗ = B(E, R)

如果(e1, e2, . . . , en)为向量空间的E一组基底,任意向量x可用这组基展开

x = x1e1 + x2e2 + · · ·+ xnen, xi ∈ R, n = 1, 2, . . .

由于线性映射保证线性结构不变.

Lx = x1Le1 + x2Le2 + · · ·+ xnLen, xi ∈ R, n = 1, 2, . . .
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即所有的线性映射L都可以由它们在基底ei上取的值决定.记

Li = Lei ∈ R

称为对偶向量L的分量,可将L ∈ E∗记作

f = f1e∗1 + f2e∗2 + · · · fne∗n

其中e∗i ∈ E∗,为向量空间中满足下列条件的线性映射.

e∗i (ek) = δik

显然这组线性映射e,
1e∗2 , . . . , e∗n线性无关.它们形成了E∗中的一组基,称为与基(e1, e2, . . . , en)对

偶的基. 对偶空间E∗也为n维向量空间,且空间E与空间E∗相互对偶.

向量空间E和E上的线性映射空间E∗是两个重要概念, 为帮助熟悉他的含义, 我们采

用熟悉的Dirac符号去表示.向量空间E上的元素x可以用|x〉去表示. 基组(e1, e2, . . . , en)可

以用(|1〉, |2〉, . . . , |n〉)去表示.

|x〉 = x1|1〉+ x2|2〉+ · · ·+ xn|n〉

对偶空间E∗上的元素L记作〈L|,基组(e∗1 , e∗2 , . . . , e∗n)记作(〈1|, 〈2|, . . . , 〈n|)

〈L| = L1〈1|+ L2〈2|+ · · ·+ Ln〈n|

基矢〈i|, i = 1, . . . , n由它对整个向量空间E的作用决定

〈i|j〉 = δij

值得注意, E与E∗均为线性空间,在E与E∗之间可以定义内积

〈L|x〉 =
k=n

∑
k=1

Lkxk

内积空间

我们现在开始讨论定义了内积的复向量空间,内积的定义如下. 这里F = C,对于x ∈
C,复共轭的标记我们用x∗表示.



28 CHAPTER 1. 线性代数

定义 1.8.1 令E是一个复向量空间,有映射〈·, ·〉 7→ C,如果对于任意x, y, z ∈ E和α, β ∈
C满足下列条件

(a) 〈x, y〉 = 〈y, x〉∗

(b) 〈x, αy + βz〉 = α〈x, z〉+ β〈y, z〉

(c) 〈x, x〉 ≥ 0

(d) 〈x, x〉 = 0当且仅当x = 0

则把这个映射叫做内积.具有内积的向量空间叫做内积空间

根据定义,两个向量的内积是复数. 根据条件a, 〈x, x〉 = 〈x, x〉∗,对于任意x ∈ E, 〈x, x〉是
实数. 根据b可以得到关系式

〈αx+ βy, z〉 = 〈z, αx+ βy〉∗ = (α〈z, x〉+ β〈z, y〉)∗ = α∗〈z, x〉∗+ β∗〈z, y〉∗ = α∗〈x, z〉+ β∗〈y, z〉

特别的

〈αx, y〉 = α∗〈x, y〉, 〈x, αy〉 = α〈x, y〉

因此如果α = 0我们有〈0, y〉 = 〈x, 0〉 = 0

例 1.8.1 最简单最重要的内积空间例子是复数空间C. 其中内积的定义是〈x, y〉 = x∗y

例 1.8.2 n元复数数组x = (x1, . . . , xn)的空间Cn,构成内积空间,其内积的定义是

〈x, y〉 =
n

∑
k=1

x∗k yk, x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn)

例 1.8.3 所有复数序列(x1, x2, x3, . . . )构成的l2空间(∑∞
k=1 |xk|2 < ∞)是一个内积空间, 其

内积定义是

〈x, y〉 =
∞

∑
k=1

x∗k yk, x = (x1, x2, x3, . . . ), y = (y1, y2, y3, . . . )

之后我们将会见到,这个空间是内积空间里最重要的例子.

例 1.8.4 仅有限非零项的复数序列(x1, x2, x3, . . . )构成的空间是一个内积空间, 内积的定

义如1.8.3.
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例 1.8.5 区间[a, b]上的连续复函数的空间C([a, b])是一个内积空间,内积定义如下

〈 f , g〉 =
∫ b

a
f ∗(x)g(x)dx

例 1.8.6 L2(R)是内积空间,内积定义如下:

∫ +∞

−∞
f ∗(x)g(x)dx

进一步说, L2(Rn)也是内积空间,其内积定义是∫
Rn

f ∗(x)g(x)dx

例 1.8.7 令E是内积空间E1和E2的Cartesian乘积, E = E1 × E2 = (x, y) : x ∈ E1, y ∈ E2.

空间E是一个内积空间,其内积定义如下:

〈(x1, y1), (x2, y2)〉 = 〈x1, x2〉+ 〈y1, y2〉

值得注意E1和E2可以分别的看成子空间E× 0和0× E2

内积空间是具有内积的向量空间,每一个内积空间也是赋范空间,范数如下定义

‖x‖ =
√
〈x, x〉

首先注意函数是良定义的,因为〈x, x〉总是非负的实数,并且‖x‖ = 0当且仅当x = 0. 进一

步说

‖λx‖ =
√
〈λx, λx〉 =

√
λ∗λ〈x, x〉 = |λ|‖x‖.

还剩下三角不等式有待证明,这不像前两个条件这样好证明. 首先我们介绍一下Cauchy-

Schwarz不等式.

定理 1.8.1 对于内积空间里的任意两个元素x, y,有

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖‖y‖ (1.3)

当且仅当x, y线性相关时,等式|〈x, y〉| = ‖x‖‖y‖成立.
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证明 1.8.1 若y = 0,则(1.3)刚好满足,左右两边均是0. 假设y 6= 0,我们有

0 ≤ 〈x + αy, x +α y〉 = 〈x, x〉+ α〈x, y〉+ α∗〈y, x〉+ |α|2〈y, y〉

在(1.8.1)中令α = − 〈y,x〉
〈y,y〉 . 两边同时乘以〈y, y〉.

0 ≤ 〈x, x〉〈y, y〉 − |〈x, y〉|2

这就给出了Cauchy-Schwarz不等式. 如果x, y线性相关,存在α ∈ C有x = αy. 因此

|〈x, y〉| = |〈x, αx〉| = |α|〈x, x〉 = |α|‖x‖‖x‖ = ‖x‖‖αx‖ = ‖x‖‖αy‖

令x, y是两个向量,使得|〈x, y〉| = ‖x‖‖y‖,也就是说

〈x, y〉〈y, x〉 = 〈x, x〉〈y, y〉

接下来利用Cauchy-Schwarz不等式等号成立条件去证明〈y, y〉x−〈y, x〉y = 0,这表明了x, y线

性相关.

〈〈y, y〉x− 〈y, x〉y, 〈y, y〉x− 〈y, x〉y〉

= |〈y, y〉|2〈x, x〉 − 〈y, y〉〈y, x〉〈x, y〉 − 〈y, x〉〈y, y〉〈y, x〉+ |〈x, y〉|〈y, x〉〈y, y〉

= 0

证毕.

推论 1.8.1 (三角不等式)对于内积空间中的任意两个元素x, y有:

‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖

证明 1.8.2

‖x + y‖2 = 〈x + y, x + y〉 = 〈x, x〉+ 2Re〈x, y〉+ 〈y, y〉

≤ 〈x, x〉+ 2|〈x, y〉|+ 〈y, y〉

≤ ‖x‖2 + 2‖x‖‖y‖+ ‖y‖2

(‖x‖+ ‖y‖)2
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其中Rez表示z ∈ C的实部.

内积空间的范数

定义 1.8.2 根据‖x‖ =
√
〈x, x〉可以定义内积空间E的范数.

我们已经证明了每一个内积空间都是赋范空间. 很自然的我们会问到,是否每一个赋范空

间是内积空间呢? 更精确地表述是:是否可能在赋范空间(E, ·)中定义一个内积〈·, ·〉使得对
于每一个x ∈ E,有 ‖x‖ =

√
〈x, x〉? 一般来说,答案是否定的.接下来我们将会给出内积

空间范数的性质,这些性质对于赋范空间称为内积空间是充分必要的.

定理 1.8.2 (平行四边形法则)对于内积空间中任意两个元素,有:

‖x + y‖2 + ‖x− y‖2 = 2(‖x‖2 + ‖y‖2)

证明 1.8.3 我们有

‖x + y‖2 = 〈x + y, x + y〉 = 〈x, x〉+ 〈x, y〉+ 〈y, x〉+ 〈y, y〉

因此

‖x + y‖2 = ‖x‖2 + 〈x, y〉+ 〈y, x〉+ ‖y‖2

现在令y→ −y,上式得到

‖x− y‖2 = ‖x‖2 − 〈x, y〉 − 〈y, x〉+ ‖y‖2

两式叠加可得平行四边形法则

内积空间里最重要的是可以定义正交向量.这使得Hilbert空间与Banach空间非常的不同.

定义 1.8.3 (正交向量)内积空间里有两个向量x, y,如果〈x, y〉 = 0,则称这两个向量正

交,记作x ⊥ y

如果x ⊥ y,则有〈y, x〉 = 〈x, y〉∗ = 0,因此y ⊥ x. 换句话说, ⊥关系是对称的.

定理 1.8.3 (勾股定理)对于任意一对正交向量x, y,我们有

‖x + y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2
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证明 1.8.4 如果x ⊥ y,则〈x, y〉 = 0,根据平行四边形法则,立即可以得到上式.

在之前我们定义的内积空间都是在C中定义的. 我们也可以在R上定义内积空间, 也就是

说任意两个向量的内积是一个实数. 内积的定义1.8.1中的b要修改成〈x, y〉 = 〈y, x〉,而之
前所有的定理和例子都要修改成R上成立.有限维实内积空间也叫做Euclidean空间

如果Rn上有x = (x1, x2, . . . ), y = (y1, y2, . . . ),则内积的定义〈x, y〉 = ∑n
k=1 xkyk等价

于定义〈x, y〉 = ‖x‖‖y‖cosθ,其中θ是向量x, y的夹角.在这种情况下, Cauchy-Schwarz不

等式成为
|〈x, y〉|
‖x‖‖y‖ = cosθ ≤ 1, x 6= 0, y 6= 0

希尔伯特空间

定义 1.8.4 完备内积空间叫做Hilbert空间

这里E的完备性是指用E的内积定义的范数的完备性.我们现在给出一些内积空间和Hilbert空

间的例子

例 1.8.8 由于C与Cn是完备的,它们都是Hilbert空间.

例 1.8.9 l2是Hilbert空间,其完备性在之前例子1.4.2已经证明过了,这里不再复述.

例 1.8.10 例子1.8.4里的空间E不是Hilbert空间,考虑柯西序列序列

xn = (1,
1
2

,
1
3

, . . . ,
1
n

, 0, 0, . . . )

序列满足

lim
m,n→∞

‖xm − xm‖ = lim
n,m→∞

[
max{m,n}

∑
k=min {m,n}+1

1
k2

] 1
2

= 0

然而这个序列并不收敛于E中. 因为极限(1, 1
2 , 1

3 , . . . )不在E中.

例 1.8.11 例子1.8.5中的空间是另一个不完备的内积空间例子. 事实上,考虑C([0, 1])中的

如下函数序列:

fnx =


1 如果0 ≤ x ≤ 1

2

1− 2n
(
x− 1

2

)
如果1

2 ≤ x ≤ 1
2n + 1

2

0 如果 1
2n + 1

2 ≤ x ≤ 1
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显然 fn是连续的.进一步可知

‖ fn − fm‖ ≤
(

1
n
+

1
m

) 1
2

→ 0, 当m, n→ ∞

因此( fn)是柯西序列. 显然这个序列是逐点收敛于函数

f (x) =

1 如果0 ≤ x ≤ 1
2

0 如果 1
2 ≤ x ≤ 1

函数极限不连续,因此它不属于C([0, 1]),序列( fn)不收敛于C([0, 1]). C([0, 1])不是Hilbert空

间.

例 1.8.12 L2(R)和L2([a, b])是Hilbert空间

例 1.8.13 ρ是区间[a, b]上的可测函数且在[a, b]上ρ(x) > 0.记L2,ρ([a, b])为[a, b]上复可测

函数构成的空间 ∫ b

a
| f (x)|2ρ(x)dx < ∞

这是定义了内积

〈 f , g〉 =
∫ b

a
f ∗(x)g(x)ρ(x)dx

的一个Hilbert空间. 为了证明完备性,考虑L2,ρ([a, b])上的柯西序列( fn).

‖ fm − fn‖2
L2,ρ([a,b]) =

∫ b

a
| fm(x)− fn(x)|2ρ(x)dx → 0 当n→ ∞

定义

Fn = fn
√

ρ, n ∈N

因为

‖Fm − Fn‖2
L2([a,b]) =

∫ b

a
|Fm(x)− Fn(x)|2dx

=
∫ b

a
| fm(x)

√
ρ(x)− fn(x)

√
ρ(x)|2dx

=
∫ b

a
| fm(x)− fn(x)|2ρ(x)dx

= ‖ fm − fn‖2
L2,ρ([a,b])
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(Fn)是L2([a, b])中的柯西序列.因此存在F ∈ L2([a, b])使得

‖Fn − Fm‖2
L2([a,b]) =

∫ b

a
|Fn(x)− F(x)|2dx → 0

我们很容易看到 fn → F√
ρ ∈ L2,ρ([a, b]),证明完毕

例 1.8.14 (Sobolev空间)Ω是Rn的一个开集.所有复函数 f ∈ Cm(Ω)构成的空间记作H̃m(Ω), m =

1, 2, . . . ,使得对于所有的|α| ≤ m有Dα f ∈ L2(Ω)成立,其中α = (α1, . . . , αn), α1, . . . , αn是

非负整数, |α| = α1 + · · ·+ αn,以及

Dα f =
∂|α| f

∂xα1
1 ∂xα2

2 . . . ∂xαn
n

例如,如果n = 2, α = (2, 1),我们有

Dα f =
∂3 f

∂x2
1∂x2

对于 f ∈ H̃m(Ω),对于每一个多元指标α = (α1, α2, . . . , αn),我们有

∫
Ω
| ∂|α| f

∂xα1
1 ∂xα2

2 . . . ∂xαn
n
|2 < ∞

使得|α| ≤ m. H̃m(Ω)中的内积如下定义:

〈 f , g〉 =
∫

Ω
∑
|α|≤m

(Dα f )∗Dαg

如果Ω ∈ R2, H̃2(Ω)的内积就是

〈 f , g〉 =
∫

Ω
( f ∗g + f ∗x gx + f ∗y gy + f ∗xxgxx + f ∗yygyy + f ∗xygxy)

如果Ω = (a, b) ⊂ R, H̃m(a, b)的内积就是

〈 f , g〉 =
∫ b

a

m

∑
n=0

(
dn f
dxn )

∗ dng
dxn

H̃m(Ω)是一个内积空间, 但不是Hilbert空间, 因为它不完备. 完备的H̃m(Ω)记作Hm(Ω),

它是希尔伯特空间. Hm(Ω)是更一般空间Wm,p(Ω)(Sobolev空间)的特殊情况.我们有Hm(Ω) =
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Wm,2(Ω). 由于偏微分方程的广泛应用, Hm(Ω)是最重要的一个Hilbert空间.

因为每一个内积空间都有范数,所以它也有由范数定义的收敛. 这个收敛叫做强收敛

强收敛

定义 1.8.5 内积空间E中的序列(xn),如果当n→ ∞时有‖xn− x‖ → 0,则称序列(xn)强

收敛于E中的向量x.

强收敛这个词是为了区别于弱收敛.

弱收敛

定义 1.8.6 内积空间E中有序列(xn), 如果当n → ∞时对于任意y ∈ E有〈xn, y〉 →
〈x, y〉,则称序列(xn)弱收敛于E中的向量x

上述定义可以写成当n → ∞时,对于任意y ∈ E有〈xn − x, y〉 → 0. 我们通常用xn → x表

示强收敛, xn
w→ x表示弱收敛

定理 1.8.4 强收敛必定弱收敛,也就是说, xn → x意味着xn
w→ x

证明 1.8.5 设序列(xn)强收敛于x. 也就是说当n → ∞时, 有‖xn − x‖ → 0. 根据Cauchy-

Schwarz不等式

|〈xn − x, y〉| ≤ ‖xn − x‖‖y‖ → 0当n→ ∞

这样,当n→ ∞时,对于任意y ∈ E,有〈xn − x, y〉 → 0.

对于内积空间E中任意的固定点y,映射〈·, y〉 : E 7→ C是E上的一个线性泛函. 上述定理告

诉了我们对于任意y ∈ E,这个线性泛函连续. 同样的线性泛函〈x, ·〉 7→ C也连续.

定理 1.8.5 如果xn → x, yn → y,则〈xn, yn〉 → 〈x, y〉

证明 1.8.6 若xn → x, yn → y,则有

|〈xn, yn〉 − 〈x, y〉| ≤ |〈xn, yn〉 − 〈x, yn〉|+ |〈x, yn〉 − 〈x, y〉|

= |〈xn − x, yn〉|+ |〈x, yn − y〉|

≤ ‖xn − x‖‖yn‖+ ‖x‖‖yn − y‖ → 0

其中序列(yn)有界.
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根据这个定理,我们立马可以获得强收敛的一个性质:

xn → x意味着‖xn‖ → ‖x‖

定理 1.8.6 若xn
w→ x且‖xn‖ → ‖x‖,则xn → x.

证明 1.8.7 若对于所有的y,有xn
w→ x,我们有:

〈xn, x〉 → 〈x, y〉, n→ ∞

因此

〈xn, x〉 → 〈x, x〉 = ‖x‖2

现在,当n→ ∞时

‖xn − x‖2 = 〈xn − x, xn − x〉

= 〈xn, xn〉 − 〈xn, x〉 − 〈x, xn〉+ 〈x, x〉

= ‖xn‖2 − 2Re〈xn, x〉+ ‖x‖2 → ‖x‖2 − 2‖x‖2 + ‖x‖2 = 0

因此序列(xn)强收敛于x

1.9 正交归一系统

向量空间中可以给定一族基B,使得任意向量x ∈ E能被写成∑m
n=1 λnxn,其中xn ∈ B,

λn是标量.在内积空间里正交基非常重要.无限求和可以取代有限求和∑m
n=1 λnxn,并且线

性无关的条件可以替换成正交条件.

正交和正交归一系统

定义 1.9.1 内积空间E中的一族非零向量族S,如果对于S中任何不同的两个元素x, y都

有x ⊥ y,则叫做正交系统.除此之外,如果对于任意x ∈ S都有‖x‖ = 1,则叫S正交归一系

统.

每一个正交非零向量的集合都可以归一化: 如果S是一个正交系统, 则S = x
‖x‖ : x ∈ S是

一个正交归一系统.
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指的注意如果x于每一个y1, y2, . . . , yn都正交, 则x与y1, y2, . . . , yn的任意线性组合都

正交. 事实上如果y = ∑n
k=1 λkyk,我们有:

〈x, y〉 = 〈x,
n

∑
k=1

λkyk〉 =
n

∑
k=1

λk〈x, yk〉 = 0

定理 1.9.1 正交系统是线性无关的系统

证明 1.9.1 令S是一个正交系统.假设存在x1, x2 . . . , xn ∈ S和α1, α2, . . . , αn有∑n
k=1 αkxk =

0,则

0 =
n

∑
m=1
〈0, αmxm〉 =

n

∑
m=1
〈

n

∑
k=1

αkxk, αmxm〉 =
n

∑
m=1
|αm|2‖xm‖2

这表明了对于任意m ∈N都有αm = 0,因此x1, . . . , xn是线性无关的.

正交序列

定义 1.9.2 组成正交归一系统的向量序列叫做正交归一序列.

在实际中,我们经常用全体整数Z来表示序列指标.正交归一序列(xn)的条件可以用Kronecker符

号去表示.

〈xm, xn〉 = δmn =

0 如果m 6= n

1 如果m = n

例 1.9.1 对于向量en = (0, 0, . . . , 1, 0, . . . , . . . ),其中1在第n个位置.集合S = e1, e2, . . . , en, . . .构

成l2中的正交归一系统.

例 1.9.2 令ϕn(x) = einx
√

2π
, n ∈ Z. 集合ϕn : n ∈ Z是L2([−π, π])中的一个正交归一系统.

的确,对于m 6= n,我们有

〈ϕn, ϕm〉 =
1

2π

∫ π

−π
ei(m−n)xdx =

eiπ(m−n) − eiπ(n−m)

2πi(m− n)
= 0

另一方面

〈ϕn, ϕn〉 =
1

2π

∫ π

−π
ei(n−n)xdx = 1

因此〈ϕm, ϕn〉 = δmn, m, n ∈ Z.



38 CHAPTER 1. 线性代数

例 1.9.3 Legendre多项式如下定义

P0(x) = 1

Pn(x) =
1

2nn!
dn

dxn (x2 − 1)n, n = 1, 2, 3, . . .

构成L2([−1, 1])上的正交系统.为了方便,我们记(x2 − 1)n = pn(x),这样

∫ 1

−1
Pn(x)xmdx =

1
2nn!

∫ 1

−1
p(n)n (x)xmdx

对于m < n,我们通过递推计算这个积分. 首先我们注意到

∫ 1

−1
p(n)n (x)xmdx = −m

∫ 1

−1
p(n−1)

n (x)xm−1dx

重复这个操作直到最后推导出

(−1)mm!
∫ 1

−1
pn−m

n (x)dx = (−1)mm![p(n−m−1)
n (x)]|1−1 = 0

所以 ∫ 1

−1
Pn(x)xmdx = 0, m < n

因为Pm(x)是m阶多项式,这显然可以导出

〈Pn, Pm〉 =
∫ 1

−1
Pn(x)Pm(x)dx = 0, m 6= n

这样我们证明了Legendre多项式的正交性. 为了获得Legendre多项式的正交归一系统. 我

们还需要计算L2([−1, 1])中P− n的范数:

‖Pn‖ =

√∫ 1

−1
(Pn(x))2dx
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首先我们得到

∫ 1

−1
(1− x2)ndx =

∫ 1

−1
(1− x)n(1 + x)ndx

=
n

n + 1

∫ 1

−1
(1− x)n−1(1 + x)n+1dx = · · ·

=
n(n− 1) · · · 2 · 1

(n + 1)(n + 2) · · · 2n

∫ 1

−1
(1 + x)2ndx

=
(n!)222n+1

(2n)!(2n + 1)

类似的过程

∫ 1

−1
(p(n)n (x))2 = 0−

∫ 1

−1
p(n−1)

n (x)p(n+1)
n (x)dx

= · · ·

= (−1)n
∫ 1

−1
pn(x)p(2n)

n (x)dx

= (2n)!
∫ 1

−1
(1− x)n(1 + x)ndx

其中我们有pn(x)的2n次导数,这样就只剩下2n次项. 根据以上各个式子可以得到:

∫ 1

−1
(Pn(x))2dx =

1
(2nn!)2 (2n)!

(n!)222n+1

(2n)!(2n + 1)
=

2
2n + 1

这样多项式
√

n + 1
2 Pn(x)构成L2([−1, 1])中的正交归一系统.

例 1.9.4 我们用Hn表示n阶Hermite多项式.

Hn(x) = (−1)nex2 dn

dxn e−x2

函数ϕn(x) = e−
x2
2 Hn(x)构成L2(R)上的正交系统.内积为

〈ϕn, ϕm〉 = (−1)n+m
∫ ∞

−∞
ex2 dn

dxn e−x2 dm

dxm e−x2
dx
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两边乘以(−1)n+m

(−1)n+m〈ϕn, ϕm〉 =
[

ex2 dn

dxn e−x2 dm

dxm e−x2
]∞

−∞
−
∫ ∞

−∞

d
dx

[
ex2 dn

dxn e−x2
]

dm−1

dxm−1 e−x2
dx

(1.4)

在微分符号里的所有项都包含因子e−x2
. 因此对于所有的k ∈N我们有

xke−x2 → 0当x → ∞

所以(1.4)第一项收敛. 不断重复分部积分最后就能得到

〈ϕn, ϕm〉 = 0, n 6= m

为了获得正交归一系统,我们计算范数

‖ϕn‖2 =
∫ ∞

−∞
e−x2

(Hn(x))2dx =
∫ ∞

−∞
e−x2

[
ex2 dn

dxn e−x2
]2

dx

因为Hn(x)是n次多项式,直接求导得到

ex2 dn

dxn e−x2
= (−2x)n + · · ·

然后再求导
dn

dxn

[
ex2 dn

dxn e−x2
]
=

dn

dxn ((−2x)n + · · · ) = (−1)n2nn!

所以得到

‖ϕn‖2 = 2nn!
∫ ∞

−∞
e−x2

dx = 2nn!
√

π

因此函数

ψn(x) =
1√

2nn!
√

π
e−

x2
2 Hn(x)

构成L2(R)中的正交归一系统.

在之前的例子里, 正交函数序列是正交的但不是归一的. 尽管计算比较复杂, 但我们总是

可以对函数归一化获得正交归一的函数序列. 同样的对于线性无关的函数序列,我们也可

以通过Schmidt正交化的方案获得正交归一序列. 过程如下
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给定内积空间中线性无关的序列(yn),定义序列(wn), (xn)

w1 = y1 x1 =
w1

‖w1‖

wk = yk −
k

∑
n=1
〈xn, yk〉xn, xk =

wk

‖wk‖

序列(wn)是正交的.我们注意到

〈w1, w2〉 = 〈y2 − 〈x1, y2〉x1, y1〉 = 〈y2, y1〉 − 〈y2, x1〈x1, y1〉

= 〈y2, y1〉 −
〈y2, y1〉〈y1, y1〉
‖y1‖2 = 0

假设w2, . . . , wk−1都是正交的,对于任意m < k都有

〈wk, wm〉 = 〈yk, wm〉 −
∑k−1

m−1〈yk, wn〉〈wn, wm〉
‖wm‖2

= 〈yk, wm〉 −
〈yk, wm〉〈wm, wm〉

‖wm‖2 = 0

因此向量w1, w2, . . . , wk是正交的.根据数学归纳法,序列(wn)是正交序列,因此(xn)是正交

归一序列. 很容易检验向量x1, x2, . . . , xn的线性组合也是y)1, . . . , yn的线性组合, 反之亦

然.换句话说对于任意n ∈N有spanx1, . . . , xn = spany1, . . . , yn.

在上一章节我们证明了在内积空间中任意正交向量都满足勾股定理, 显然这可以推

广到任意有限个正交向量.

定理 1.9.2 (勾股定理) 如果x1, x2, . . . , xn是内积空间中的正交向量,则有

‖
n

∑
k=1

xk‖2 =
n

∑
k=1
‖xk‖2

证明 1.9.2 如果x1 ⊥ x2则‖x1 + x2‖2 = ‖x1‖2 + ‖x2‖2. 显然这个定理对于n = 2成立.现

在假设(1.9.2)对于n− 1都成立,也就是说

‖
n−1

∑
k=1

xk‖2 =
n−1

∑
k=1
‖xk‖2
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令x = ∑n−1
k=1 xk,并因为x ⊥ y,我们有

‖
n

∑
k=1

xk‖2 = ‖x + y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 =
n−1

∑
k=1
‖xk‖2 + ‖xn‖2 =

n

∑
k=1
‖xk‖2

得证

勾股定理将会帮我们证明正交归一集合更重要的性质.

定理 1.9.3 (Bessel等式和不等式) 令x1, . . . , xn是内积空间E中的正交归一集合的向量.

对于每一个x ∈ E,我们有∥∥∥∥∥x−
n

∑
k=1
〈xk, x〉xk

∥∥∥∥∥
2

= ‖x‖2 −
n

∑
k=1
|〈xk, x〉|2 (1.5)

并且有
n

∑
k=1
|〈xk, x〉|2 ≤ ‖x‖2

证明 1.9.3 由于有勾股定理(1.9.2),我们可以得到∥∥∥∥∥ n

∑
k−1

αkxk

∥∥∥∥∥
2

=
n

∑
k=1
‖αkxk‖2 =

n

∑
k=1
|αk|2

对于任意复数α1 . . . , αn都成立.因此∥∥∥∥∥x−
n

∑
k=1

αkxk

∥∥∥∥∥
2

=

〈
x−

n

∑
k=1

αkxk, x−
n

∑
k=1

αkxk

〉

= ‖x‖2 −
〈

x,
n

∑
k=1

αkxk

〉
−
〈

n

∑
k=1

αkxk, x

〉
+

n

∑
k=1
|αk|2‖xk‖2

= ‖x‖2 −
n

∑
k=1

αk〈xk, x〉∗ −
n

∑
k=1

α∗k 〈xk, x〉

= ‖x‖2 −
n

∑
k=1
|〈xk, x〉|2 +

n

∑
k=1
|〈xk, x〉 − αk|2

若αk = 〈xk, x〉,这将得到(1.5).根据(1.5)由可以得到

0 ≤ ‖x‖2 −
n

∑
k=1
|〈xk, x〉|2
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Q.E.D.

若(xn)是正交归一序列,则令n→ ∞我们可以得到

∞

∑
k=1
|〈xk, x〉|2 ≤ ‖x‖2 (1.6)

所以

lim
n→∞
〈xn, x〉 = 0

因此正交归一序列是弱收敛于0的.另一方面来说,因为对于所有的n ∈N都有‖x‖ − 1,正

交归一序列不是强收敛的.

方程1.6暗含了这样的一个关系, 对于任意x ∈ E都有∑∞
n=1 |〈xk, x〉|2收敛. 换句话说,

序列(〈xn, x〉)是l2中的元素. 我们可以说E中的正交归一序列诱导E到l2的映射. 展开式:

x ∼
∞

∑
n=1
〈xn, x〉xn (1.7)

叫做x的广义傅里叶级数. 标量〈xn, x〉叫做x对于正交归一序列(xn)的广义傅里叶系数.

定理 1.9.4 令(xn)是Hilbert空间中得到正交归一序列, (αn)是一个复序列. 则当且仅

当满足∑∞
n=1 |αn|2 < ∞且 ∥∥∥∥∥ ∞

∑
n=1

αnxn

∥∥∥∥∥
2

=
∞

∑
n=1
|αn|2 (1.8)

级数∑∞
n=1 αnxn收敛.

证明 1.9.4 对于任意m > k > 0,利用勾股定理我们可以得到,

‖
m

∑
n=k

αnxn‖2 =
m

∑
n=k
|αn|2 (1.9)

若∑∞
n=1 |αn|2 < ∞, 则根据方程(1.9)可以得到序列sm = ∑m

n=1 αnxn是一个柯西序列. 这

意味着由于H的完备性序列∑∞
n=1 αnxn是收敛的. 所以, 若级数∑∞

n=1 αnxn收敛, 则方

程(1.9)意味着∑∞
n=1 |αn|2的收敛. 因为序列σm = ∑m

n=1 |αn|2是R的柯西序列. 为了获

得方程(1.8)只需要令k = 1, m→ ∞即可得.

这个定理和等式(1.6)意味着在Hilbert空间H中,对于任意x ∈ H都有级数∑∞
n=1〈xn, x〉xn收

敛
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例 1.9.5 令H = L2([−π, π]), xn(t) = 1√
π

sin nt, n = 1, 2, . . . . 序列(xn)是H中的正交归一

序列. 换句话说,对于x(t) = cos t,我们有

∞

∑
n=1
〈x, xn〉xn(t) =

∞

∑
n=1

[
1√
π

∫ π

−π
cos t sin ntdt

]
sin nt√

π

=
∞

∑
n=1

0 · sin nt = 0 6= cos t

定义 1.9.3 (完备正交归一序列) 若内积空间E中,对于任意x ∈ E有

x =
∞

∑
n=1
〈xn, x〉xn (1.10)

则正交归一序列(xn)被叫做完备序列

方程(1.10)的右边是无穷级数,这意味着

lim
n→∞
‖x−

n

∑
k=1
〈xk, x〉xk‖ = 0

其中‖ · ‖是E中的范数. 例如E = ([−π, π])并且( fn)是E中的正交归一序列,则有

f = 〈 fm, f 〉 fn

同时也有

lim
n→∞

∫ π

−π

∣∣∣∣∣ f (t)− n

∑
k=1

αk fk(t)

∣∣∣∣∣
2

= 0, 其中αk =
∫ π

−π
f ∗k (t) f (t)dt

一般来说,这并不意味逐点收敛,所以我们不能说 f (x) = ∑∞
n=1 αn fn(x)

定义 1.9.4 (正交归一基) 内积空间E中有一个正交归一系统B,若任意x ∈ E有唯一的

表示

x =
∞

∑
n=1

αnxn

则该系统叫做一组正交归一基,其中αn ∈ C.
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值得注意的是,完备正交归一序列(xn)是正交基,并且是唯一的.

x =
∞

∑
n=1

αnxn, x =
∞

∑
n=1

βnxn

则有

0 = ‖x− x‖2 =

∥∥∥∥∥ ∞

∑
n=1

αnxn −
∞

∑
n=1

βnxn

∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥ ∞

∑
n=1

(αn − βn)xn

∥∥∥∥∥
2

=
∞

∑
n=1
|αn − βn|2

这意味着对于所有n ∈N都有αn = βn. 唯一性得证.

定理 1.9.5 Hilbert空间H中有正交归一序列(xn)是完备的条件为,对于所有的n ∈N有〈xn, x〉 =
0成立当且仅当x = 0.

证证证明明明 1.9.5 假设(xn)是H中的完备正交归一序列,则对于任意x ∈ H有

x =
∞

∑
n=1
〈xn, x〉xn

这样,若对于所有的n ∈N有〈xn, x〉 = 0,则x = 0.

反过来, 假设对于所有的n ∈ N都有〈xn, x〉 = 0, 这意味着x = 0. 令x是H中的元素.

定义

y =
∞

∑
n=1
〈x, xn〉xn

根据式子(1.6)和定理1.9.4, y在H中存在. 因此对于任意n ∈N

〈xn, x− y〉 = 〈xn, x〉 −
〈

∞

∑
k=1
〈xn, xk, x〉xk

〉

= 〈xn, x〉 −
∞

∑
k=1
〈xn, xk〉〈xk, x〉

= 〈xn, x〉 − 〈xn, x〉 = 0

我们有x− y = 0,因此x = ∑∞
n=1〈xn, x〉xn

这个定理的一个推论叫做Parseval公式.

定定定理理理 1.9.6 (Parseval公公公式式式) Hilbert空间H中的正交归一序列(xn)是完备的, 当且仅当
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对于任意x ∈ H

‖x‖2 =
∞

∑
k=1
|〈x, xn〉|2 (1.11)

证明 1.9.6 令x ∈ H,由方程(1.5)对于任意n ∈N我们有∥∥∥∥∥x−
n

∑
k=1
〈xk, x〉xk

∥∥∥∥∥
2

= ‖x‖2 −
n

∑
k=1
|〈xk, x〉|2

若(xn)是完备序列,则上式左边在n→ ∞收敛,因此

lim
n→∞

[
‖x‖2 −

n

∑
k=1
|〈xk, x〉|2

]
= 0

(1.11)成立.

相反地,若(1.11)成立,则(1.11)右边表达式在n→ ∞收敛,这样

lim
n→∞

∥∥∥∥∥x−
n

∑
k=1
〈xk, x〉xk

∥∥∥∥∥
2

= 0

这就证明了序列(xn)是完备的.

例 1.9.6 正交系

ϕn(x) =
einx
√

2π
, n = 0,±1,±2, . . . ,

在L2([−π, π])中是完备的,这个系统的正交性并不是那么容易证明,证明将会用到我们后

面要讲的δ函数.

例 1.9.7 序列函数

1√
2π

,
1√
π

cos x,
1√
π

sin x,
1√
π

cos 2x,
1√
π

sin 2x, . . .

是L2([−π, π])中的完备正交归一系统.

下列两个序列函数分别构成L2([0, π])的正交归一系统.

1√
π

,

√
2
π

cos x,

√
2
π

cos 2x,

√
2
π

cos 3x, . . .√
2
π

sin x,

√
2
π

sin 2x,

√
2
π

sin 3x



Chapter 2

基本物理图像

自牛顿力学以来, 经典力学不断发展, 并广泛应用于动力学系统, 包括与物质相互作

用的电磁场. 基本思想与支配它们应用的规律形成了一个简单而优美的方案, 人们不禁

认为, 如果对这种方案作重大修改, 必然破坏其所有吸引人的特点. 尽管如此, 现在发展

了一种新的方案,称为量子力学,它不仅更适合描述原子尺度的现象,而且在某些方面,它

比经典方案更优美, 更令人满意. 这是由于新方案所包含的改变具有十分深刻的特征, 而

且这一改变与那些使得经典力学如此吸引人的特点并不冲突, 因而新方案能够兼容经典

理论学的所有这些特点. 在这一节,我们对于量子力学基本架构将会做一个简短的描

述. 量子力学里详细的数学讨论将会在后面章节里陆续介绍.首先我们很有必要回顾一下

旧的经典力学.

2.1 经典力学

2.1.1 基本力学概念

对于力学系统,设有N个质点,通常用位矢ra(a = 1, 2, . . . , N)表示其中各个质点的位

置,也就是所谓的系统位形,系统位形一共有3N个坐标. 但是实际系统会受到各种约束的

限制, 3N个坐标并不都是独立的,其中有可能存在各种各样的约束条件.

定义 2.1.1 (广义坐标) 能唯一确定系统位形所需要的独立变量数目叫做系统的自由

度(设为s),所对应的独立变量称为广义坐标,记作q1, q2, . . . , qs,其导数q̇i和q̈i(i = 1, 2, . . . , s)分

别称为广义速度和广义加速度.广义坐标不一定是Cartesian坐标系,广义坐标与Cartesian坐

47
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标之间的变换关系称为坐标变换.

ra = ra(q1, q2, . . . , qs, t), (a = 1, 2, . . . , N)

系统的状态由广义坐标和广义速度确定, 原则上它们可以确定系统任意时刻的位形和位

形变化. 值得注意的是如果系统具有一定的对称性,选取与对称变换相关联的参量作为广

义坐标可以为运动的求解带来一定的便利,因为这种坐标将不会出现在系统的Lagrangian中,

这样的坐标称为循环坐标,将会存在对应的运动积分

在力学中处理问题时,第一步要做的就是明确系统,这是讨论所有问题的基本出发点.

系统各质点或者质量微元的位置集合称为系统的位形.

定义 2.1.2 (约束) 约束是对系统位形和位形变化的一种限制.

按照约束是否对位形以及位形变化有所约束可以分为完整约束(几何约束)和非完整约束

两类. 前者仅仅对位形有限制,约束表达式通常可以写成

fi(r1, r2, . . . , rN , t) = 0, (i = 1, 2, . . . , l)

其中l为完整约束个数. 非完整约束对位形以及位形变化均有限制, 约束表达式通常可以

写成

fi(r1, r2, . . . , rN , ṙ1, ṙ2, . . . , ˙rN , t) = 0, (i = 1, 2, . . . , l′)

根据约束方程是否显含时间, 可以把约束方程分为定常约束和非定常约束. 前者显含时

间,后者则否. 根据约束是否可以解除,又可以把约束分为单侧约束和双侧约束. 单侧约束

是可以解除的约束,表达式通常为不等式. 在实际情况中约束是否可以解除通常取决于约

束力的情况. 约束方程为等式的约束叫做双侧约束.

根据约束力虚功的代数和是否为0可以把约束分为理想约束和非理想约束. 设各个质

点的虚位移为δra ,受到的约束力为F′a ,如果有

N

∑
a=1

F′a · δra = 0

则约束是理想约束.
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最小作用量原理与拉格朗日方程

定义 2.1.3 (最小作用量原理) 力学系统的运动规律是作用量泛函

S =
∫ t2

t1

Ldt

取极值的时候, 也就是δS = 0时广义坐标所满足的微分方程所描述的. 其中L是系统的拉

格朗日函数(lagrangian). 这个原理称为最小作用量原理

定理 2.1.1 在固定边界条件下,即δqi(t1) = δqi(t2) = 0时,哈密顿原理给出拉格朗日

方程
d
dt

(
∂L
∂q̇i

)− ∂L
∂qi

= 0, (i = 1, 2, . . . , s)

这是关于qi的二阶微分方程,也就是系统的运动方程.

证明 2.1.1 根据最小作用量原理可以知道

0 = δS = δ
∫ t2

t1

L(qi, q̇i)dt, (i = 1, 2, . . . , s)

=
∫ t2

t1

s

∑
i=1

[
∂L
∂qi

δqi +
∂L
∂q̇i

δqi

]
dt

=
s

∑
i=1

∫ t2

t1

[
∂L
∂qi

δqi +
∂L
∂q̇i

δq̇i

]
dt

=
s

∑
i=1

∫ t2

t1

[
∂L
∂qi

δqi +
d
dt

(
∂L
∂q̇i

δqi

)
− d

dt

(
∂L
∂q̇i

)
δqi

]
dt

=
s

∑
i=1

∂L
∂q̇i

δqi

∣∣∣∣∣
t2

t1

+
s

∑
i=1

∫ t2

t1

[
∂L
∂qi

δqi −
d
dt

(
∂L
∂q̇i

)
δqi

]
dt

上式最后一行第一项根据边界条件δqi(t1) = δqi(t2) = 0可知为零.所以进一步可以推导

出
s

∑
i=1

∫ t2

t1

[
∂L
∂qi

δqi −
d
dt

(
∂L
∂q̇i

)
δqi

]
dt = 0

即,得证

值得注意的是, 上述变分是指等时变分, 而不是指全变分. 全变分与时间求导算子是不可

以交换的,但是等时变分可以. 此外根据上面的推导过程我们可以知道拉格朗日函数具有

如下三条性质:
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(1) 若系统可以拆分成几个独立系统,则系统总的拉格朗日函数为所有独立子系统拉格朗

日函数之和;

(2) 拉格朗日函数乘以任意常数不会改变运动方程;

(3) 两个Lagrangian, L′(q, q̇, t)和L(q, q̇, t),如果他们相差某个坐标和时间的函数 f (q, t)对

时间的全导数

L′(q, q̇, t) = L(q, q̇, t) +
d
dt

f (q, t)

则L′, L将给出完全一样的动力学方程.

通常3这种关系称为规范变换. 在规范变换下系统的运动方程不发生变化, 这种性质通常

称为系统具有规范不变性.

2.1.2 运动积分与诺特定理

当我们求解一个力学系统的时候,我们总是优先从守恒力学量去简化方程,而如何找

到非平凡守恒量则是物理学中至关重要的问题.诺特原理告诉了我们,系统的对称性和守

恒量是密不可分的,每一种对称性都对应了一个守恒量.这样我们把寻找对称性的问题归

咎于如何找到系统的对称性. 具体而言,动量守恒与空间的均匀性以及平移变换下的不变

性相联系,角动量守恒与空间的各向同性以及在转动变换下的不变性相联系,而机械能守

恒与时间的均匀性,即时间平移下的不变性相联系.

定义 2.1.4 (运动积分) 在运动过程中, 变量qi, q̇i(i = 1, 2, . . . , s)的某些函数如果不随

时间变换则称为运动积分. 对于s个自由度的封闭力学系统, 独立的运动积分的个数最多

为2s− 1. 运动积分的值完全由初始条件决定.

我们考虑2s− 1个运动积分与系统运动的关系. 首先2s− 1个运动积分可以表示为

Cα = Cα(q1, q2, . . . , qs, q̇1, q̇2, . . . , q̇s, t), α = 1, 2, . . . , 2s− 1

换一个视角, 我们在广义坐标qi和广义动量q̇i构成的2s维相空间中去看运动积分, 则每一

个运动积分都表示该空间的一个2s− 1维子空间(超曲面).因为轨迹(qi(t), q̇i)(i = 1, 2, . . . , s)必

须同时位于这2s− 1个2s− 1维子空间(超曲面)上, 这意味着轨迹必须位于这些子空间(超

曲面)的交集上. 并且交集在t时刻是2s维相空间中的一条曲线.

值得注意的是,如若Cα显含时间,则该交集并不是相空间的一条固定曲面. 若Cα中的

某些运动积分不显含时, 这样的积分将会对运动给出一些限制, 有助于简化系统的求解,

这种运动积分叫做整体运动积分. 整体运动积分常常与系统的时空对称性有关.
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定义 2.1.5 (广义能量) 对于封闭系统, 时间具有均匀性. 拉格朗日函数在时间平移变

换下不变.也就是说拉格朗日函数不显含时间t,系统的能量E是一个运动积分,定义为

E = ∑
i

q̇i
∂L
∂q̇i
− L (2.1)

证明 2.1.2 系统的自由度为s,拉格朗日方程一共有s个二阶微分方程

d
dt

∂L
∂q̇i
− ∂L

∂qi
= 0, i = 1, 2, . . . , s

上式两边乘以. . . qi,然后对i求和.得到:

s

∑
i=1

(
d
dt

∂L
∂q̇i

)
q̇i −

s

∑
i=1

∂L
∂qi

q̇i = 0

等式左边第一项可以写成:

s

∑
i=1

(
d
dt

∂L
∂q̇i

)
q̇i =

s

∑
i=1

d
dt

(
∂L
∂q̇i

q̇i

)
−

s

∑
i=1

∂L
∂q̇i

q̈i

交换求和∑s
i=1和求导

d
dt的次序

d
dt

s

∑
i=1

∂L
∂q̇i

q̇i −
s

∑
i=1

∂L
∂qi

q̇i −
s

∑
i=1

∂L
∂q̇i

q̈i = 0

由于
dL
dt

=
s

∑
i=1

∂L
∂qi

q̇i +
s

∑
i=1

∂L
∂q̇i

q̈i +
∂L
∂t

所以有
d
dt

(
s

∑
i=1

∂L
∂q̇i

q̇i − L

)
= −∂L

∂t

令E = ∑s
i=1 pi q̇i − L. 这样就得到了广义能量.并且有

dE
dt

= −∂L
∂t

这表明了一件事情,若L不显含时间,则 ∂L
∂t = 0,此时E是常量.它是拉格朗日方程的一个运

动积分,称为广义能量积分.

值得注意的是, 广义能量具有能量的量纲, 但不一定就是相对惯性系的机械能. 对于
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完整有势系统, L = T(q, q̇) − V(q). 在动能T(q, q̇)是广义速度q̇i的二次齐次函数时, 能

量E的形式可以写成

E = T(q, q̇) + V(q) =
N

∑
a=1

1
2

mav2
a + V(r1, r2, · · · )

在这种情况下, E表示系统的机械能.

定义 2.1.6 (广义动量) 当我们用广义坐标去描述系统时,定义广义动量

pi =
∂L
∂q̇i

(2.2)

广义动量包含了通常的动量、角动量等.

例 2.1.1 广义动量并不是唯一的

证明 2.1.3 相差广义坐标q和时间t的某一函数 f (q, t)对时间的全微分的两个拉格朗日函

数有相同的动力学方程,也就是说

L′(q, q̇, t) = L(q, q̇, t) +
d
dt

f (q, t)

L, L′通过拉格朗日方程可以得到相同的微分方程. 根据广义动量的定义(2.2),相应于L′有

p′i =
∂L
∂q̇i

= pi +
∂

∂q̇i

(
d
dt

f (q, t)
)

= pi +
∂

∂q̇i

(
s

∑
j=1

∂ f
∂qj

q̇j +
∂ f
∂t

)

= pi +
∂ f
∂qi

对称性和守恒律之间是存在对应关系的,对应关系由Noether定理所描述.

定理 2.1.2 (Noether定理) 任何一种在时间坐标连续变换下系统作用量保持不变的

对称性都存在相对应的运动积分
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证明 2.1.4 假设L(q, q̇, t)是描述一个封闭系统的拉格朗日函数. 设无穷小变换为

t 7→ t′ = t + εαξα(q(t), t)

qi 7→ q′i = qi + εαηiα(q(t), t)
(2.3)

其中εα(α = 1, 2, . . . , r)是无穷小实数, ξα(q, t), ηiα(q, t)是q, t的连续函数.这里我们为了简

化表达式, 采用了Einstein双重指标求和规则(aibi = ∑i aibi). 当无穷小实数εα = 0时,

t′ = t, q′i = qi,此时为恒等变换. 如果系统在变换(2.3)下,作用量

S =
∫ t1

t1

L(q(t), q̇(t), t) (2.4)

不变,也就是有

S′ =
∫ t′2

t′1
L′(q′(t′), q̇′(t′), t′)dt′

=
∫ t2

t1

L(q(t), q̇(t), t)dt = S

则存在相应的运动积分. 注意上式中q̇′i =
dq′i
dt′ . 我们继续往下面推导出具体的运动积分形

式.

注意到方程(2.4)的第一行可以写成

∫ t′2

t′1
L′(q′(t′), q̇′(t′), t′)dt′ =

∫ t2

t1

L′(q′(t′), q̇′(t′), t′)
dt′

dt
dt

则方程(2.4)表明了变换前后拉格朗日函数之间存在这样的关系

L′(q′(t′), q̇′(t′), t′)
dt′

dt
= L(q(t), q̇(t), t) (2.5)

值得注意的是变换前后拉格朗日函数的不变性并没有确定L′(q′(t′), q̇′(t′), t′)的形式.换句

话说, 它现在还是不确定的. 当我们要求无穷小变换前后拉格朗日函数具有相同的形式,

可以按照下面两种方式指定L′的形式

(1) 不变性:

如果变换前后满足

L′(q, q̇, t) = L(q, q̇, t) (2.6)

则称L在变换(2.3)下具有形式不变性
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(2) 协变性:

如果变换前后满足

L′(q, q̇, t) = L(q, q̇, t) +
d
dt

Λ(q, t) (2.7)

则称L在变换(2.3)下具有形式协变性.

(2.7)是(2.6)的推广.这里Λ(q, t)是q, t的连续可微函数.具有性质(2.6)和性质(2.7)的变换(2.3)称

为系统的对称变换,相应地称系统在该变换下是对称的.

把式子(3)代入式子(2.7)中,有(
L(q′(t′), q̇′(t′), t′) +

d
dt′

Λ(q′(t′), t′)
)

dt′

dt
= L(q(t), q̇(t), t) (2.8)

由(2.3)可以得到

dt′

dt
= 1 + εα

dξα(q(t), t)
dt

,

q̇′i =
dq̇′i
dt

=
q̇′i
dt

dt
dt′

=

(
q̇i + εα

dηiα(q(t),t)
dt

)
(

1 + εα
dξα(q(t),t)

dt

)
=

(
q̇i + εα

dηiα(q(t), t)
dt

)(
1− εα

dξα(q(t), t)
dt

)
= q̇i + εα

(
ηiα(q(t), t)

dt
− q̇i

dξα(q(t), t)
dt

)
其中均保留到ε的一阶项. 有

L(q′(t′), q̇′(t′), t′) = L(q(t), q̇(t), t) +
∂L
∂t

(t′ − t) +
[

∂L
∂q̇i

(q′i − qi) +
∂L
∂q̇i

(q̇′i − q̇i)

]
= L(q(t), q̇(t), t) +

∂L
∂t

εαξα(q(t), t)

+ εα

[
ηiα(q(t), t)

∂L
∂qi

+

(
dηiα(q(t), t)

dt
− q̇i

dξα(q(t), t)
dt

)
∂L
∂q̇i

]
Λ(q′(t′), t′) = Λ(q(t), t) +

∂Λ
∂t

(t′ − t) +
∂Λ
∂qi

(q′i − qi)

= Λ(q(t), t) + εα

[
∂Λ
∂t

ξα(q(t), t) +
∂Λ
∂qi

ηiα(q(t), t)
]

= Λ(q(t), t) + εαΠα(q(t), t)
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其中

Πα(q(t), t) =
∂Λ
∂t

ξα(q(t), t) +
∂Λ
∂qi

ηiα(q(t), t) (2.9)

它是q, t的函数. 注意到L(q′(t′), q̇′(t′), t′)− L(q(t), q̇(t), t)在变换(2.3)下是一阶无穷小,这

意味着 dΛ(q′(t′),t′)
dt′ 是同阶无穷小. 将以上各式代入(2.8)保留一阶项可以得到

ξα(q(t), t)
∂L
∂t

+

[
ηiα(q(t), t)

∂L
∂qi

+

(
dηiα(q(t), t)

dt
− q̇i

dξα(q(t), t)
dt

)
∂L
dt

]
+ L

dξα(q(t), t)
dt

= − d
dt

Πα(q(t), t)
(2.10)

方程(2.10)可以用来判断变换(2.3)是否为对称变换. 对于给定的L和变换, 计算上式左边,

若可以表示成某一函数对时间的全微分, 则变换是对称变换, 同时Πα(q(t), t)也就确定下

来了.注意到
d
dt

L(q(t), q̇(t), t) =
∂L
∂t

+

(
∂L
∂qi

+
∂L
∂q̇i

q̈i

)
可以将式子(2.10)改写成

d
dt

[
(ηiα − q̇iξα)

∂L
∂q̇i

+ Lξα + Πα

]
+

(
∂L
∂qi
− d

dt
∂L
∂q̇i

)
(ηiα − q̇iξα) = 0

所以当系统运动满足拉格朗日方程时,存在运动积分

Iα(q, t) = (ηiα − q̇iξα)
∂L
∂q̇i

+ Lξα + Πα

= ηiα pi − Eξα + Πα, (α = 1, 2, · · · , r)
(2.11)

其中第二等号用了广义动量和广义能量的定义,得证

举几个特殊的例子.

1. 当拉格朗日函数不显含时间t的时候, L = L(q, q̇),如果仅作时间平移变换,拉格朗日

函数在时间平移变换下保持不变,也就是说Λ = 0,取ξα = 1, ηiα = 0,根据(2.11)可

知运动积分为I = −E.也就是说时间平移不变性的条件会得到广义能量积分.

2. 如果仅有空间变换,即ξα = 0,假设Lagrangian在这个变换下保持不变,即Λ = 0,根

据(2.11)可以得到运动积分为I = ηiα pi,这就是动量守恒与角动量守恒.



56 CHAPTER 2. 基本物理图像

2.1.3 哈密顿力学

定义 2.1.7 (拉格朗日函数的勒让德变换) 定义Hamiltonian H是拉格朗日函数L的勒让

德变换

H(p, q, t) =
s

∑
i=1

pi q̇i − L (2.12)

值得注意, Hamiltonian是p, q, t的函数, 而L是q̇, q, t的函数. 勒让德变换表明, 拉格朗日函

数和哈密顿函数对参数λ的偏导数之间存在关系(
∂H
∂λ

)
p,q

= −
(

∂L
∂λ

)
q̇,q

(2.13)

一个特例是对时间的偏导 (
∂H
∂t

)
p,q

= −
(

∂L
∂t

)
q̇,q

(2.14)

特别是
dH
dt

=
∂H
∂t

(2.15)

定义 2.1.8 (哈密顿正则方程) 用变量p和q描述系统的状态时, 对于自由度为s的完整

保守系统,其动力学方程为

q̇i =
∂H
∂pi

ṗi = −
∂H
∂qi

, (i = 1, 2, . . . , s)
(2.16)

称为Hamilton方程, 它们构成2s个位置函数的2s个一阶微分方程组. H称为哈密顿函数,

它有一个特别的性质
dH
dt

=
∂H
∂t

证明 2.1.5 根据拉格朗日函数的勒让德变换

H =
s

∑
i=1

pi q̇i − L
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对上式两边做全微分

dH = d

(
s

∑
i=1

pi q̇i − L

)

=

(
s

∑
i=1

pidq̇i +
s

∑
i=1

q̇idpi

)
−
(

s

∑
i=1

ṗidqi +
s

∑
i=1

pidq̇i

)

=
s

∑
i=1

q̇idpi −
s

∑
i=1

ṗidqi

值得注意,上面第二行我们使用了拉格朗日方程 d
dt

(
∂L
∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
和广义动量的定义pi =

∂L
∂qi
同

时我们对哈密顿函数H = H(pi, qi)进行全微分展开

dH =
s

∑
i=1

∂H
∂qi

dqi +
s

∑
i=1

∂H
∂p1

dpi

上述两式比较可以得到哈密顿正则方程

q̇i =
∂H
∂pi

ṗi = −
∂H
∂qi

哈密顿运动积分

关系式(2.14)表明拉格朗日函数不显含时间时, 相应的哈密顿函数也不显含时间. 又

根据(2.15)可以知道此时有能量守恒.当L中有循环坐标时,根据(2.13)可以知道它们也是H的

循环坐标. 再根据哈密顿方程可以知道相应的运动积分是广义动量pi.

假设有m个循环坐标qi(i = s−m + 1, . . . , s),则对应的广义动量为

pi = βi

将广义动量代入H中有

H = H(qk, pk, βi, t), (k = 1, 2, . . . , s−m, i = s−m + 1, . . . , s)
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非循环坐标满足哈密顿正则方程

q̇k =
∂H
∂pk

ṗk = −
∂H
∂qk

由此解出2(s−m)个qk和pk. 将其代入H中,并通过对q̇k =
∂H
∂pi
积分可以得到

qi =
∫

∂H
∂pi

dt

可以求出循环坐标. 哈密顿力学里, 与循环坐标有关的自由度是完全可以分离的. 从而对

有m个循环坐标的情况可化为自由度为s−m的情况,简化问题的求解.

2.1.4 泊松括号

定义 2.1.9 (泊松括号) 任意一函数 f , g,它们是q, p, t的函数,泊松括号定义为

{ f , g} = ∑
k

(
∂ f
∂qk

∂g
∂pk
− ∂ f

∂pk

∂g
∂qk

)
(2.17)

泊松括号有一系列基本性质:

(1) 反对称性

{ f , g} = −{g, f }

(2) 与常数的括号为0

{ f , c} = 0, c为常数

(3) 分配律(线性性)

{ f1 + f2, g} = { f1, g}+ { f2, g}

(4) 乘积法则

{ f1 f2, g} = f1{ f2, g}+ { f1, g} f2

(5) 微分法则
∂

∂t
{ f , g} = {∂ f

∂t
, g}+ { f ,

∂g
∂t
}
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(6) 雅克比恒等式(Jaccobi identity)

{ f , {g, h}}+ {g, {h, f }}+ {h, { f , g}} = 0

有关这些性质的证明,我们放在后面去证明.

定义 2.1.10 (正则变量) 如果一组变量qk, pk满足下列关系

{qk, f } = ∂ f
∂pk

{pk, f } = − ∂ f
∂qk

{qi, qj} = 0, {pi, pj} = 0, {pi, qj} = δij

则叫做正则变量.

定理 2.1.3 (泊松公式) 正则变量的函数 f (q, p, t)对时间的全微分可以表示为

d f
dt

= { f , H}+ ∂ f
∂t

(2.18)

证明 2.1.6 首先 f = f (q, p, t),全微分展开

d f
dt

= ∑
k

∂ f
∂qk

q̇k +
∂ f
∂pk

ṗk +
∂ f
∂t

将哈密顿正则方程q̇k =
∂H
∂pk

, ṗk = − ∂H
∂qk
代入上式,得到

d f
dt

= ∑
k

∂ f
∂qk

∂H
∂pk
− ∂ f

∂pk

∂H
∂qk

+
∂ f
∂t

= { f , H}+ ∂ f
∂t

得证

根据泊松公式,哈密顿正则方程可以改写成

q̇i = {qi, H}, ṗi = {pi, H}

其中H为系统的哈密顿函数.值得注意的是, 若 d f
dt = 0, 则 f是一个运动积分, 此时 f满足运

动方程:
d f
dt

= { f , H}+ ∂ f
∂t

= 0
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若 f不显含时间t,则有{ f , H} = 0. 这里值得注意,一个力学量如果不显含时间,这个力学

量存在运动积分的条件就是{ f , H} = 0. 这个条件在后面的章节里是判断守恒量的关键

条件.

定理 2.1.4 (泊松定理) 如果 f和g是两个运动积分, 则它们构成的泊松括号也是运动

积分

{ f , g} = const

证明 2.1.7 如果 f , g不显含时间,根据雅克比恒等式,令h = H可以得到

{ f , {g, H}}+ {g, {H, f }}+ {H, { f , g}} = 0

由此可见,如果有{g, H} = 0, { f , H} = 0,则{{ f , g}, H} = 0,于是不显含时的情况得证.

如果运动积分 f , g显含时间t. 根据泊松公式(2.18)可以得到

d
dt
{ f , g} = {{ f , g}, H}+ ∂

∂t
{ f , g}

= −{{g, H}, f } − {{H, f }, g}+ {∂ f
∂t

, g}+ { f ,
∂g
∂t
}

= { f ,
dg
dt
}+ {d f

dt
, g}

若 f , g都是运动积分,则有 d f
dt = 0, dg

dt = 0,显然上式为0,泊松定理得证.

当然,应用泊松定理,我们不能总是得到新的运动积分,因为仅有2s− 1个运动积分, s是自

由度. 在一些情况下我们得到的是一些平凡的结果,泊松括号为常数. 在另一些情况下,新

得到的运动积分只不过是原来的运动积分 f和g的函数. 然而如果不是上面两种情况,则泊

松括号给出新的运动积分.

下面我们证明一下泊松括号性质的证明,首先是性质1的证明

证明 2.1.8

{ f , g} = ∑
k

(
∂ f
∂qk

∂g
∂pk
− ∂ f

∂pk

∂g
∂qk

)
= −∑

k

(
∂g
∂qk

∂ f
∂pk
− ∂g

∂pk

∂ f
∂qk

)
= −{g, f }

此为性质1的结果
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性质2根据常数的偏导数为0可以直接得到,性质3的证明如下:

证明 2.1.9

{ f1 + f2, g} = ∑
k

(
∂( f1 + f2)

∂qk

∂g
∂pk
− ∂( f1 + f2)

∂pk

∂g
∂qk

)
= ∑

k

(
∂ f1

∂qk

∂g
∂pk

+
∂ f2

∂qk

∂g
∂pk
− ∂ f1

∂qk

∂g
∂qk
− ∂ f2

∂qk

∂g
∂qk

)
= ∑

k

[(
∂ f1

∂qk

∂g
∂pk
− ∂ f1

∂qk

∂g
∂qk

)
+

(
∂ f2

∂qk

∂g
∂pk
− ∂ f2

∂qk

∂g
∂qk

)]
= { f1, g}+ { f2, g}

’性质4的证明

证明 2.1.10

{ f1 f2, g} = ∑
k

[
∂( f1 f2)

∂qk

∂g
∂pk
− ∂( f1 f2)

∂pk

∂g
∂qk

]
= ∑

k

[
f1

(
∂ f2

∂qk

∂g
∂pk
− ∂ f2

∂pk

∂g
∂qk

)
+ f2

(
∂ f1

∂qk

∂g
∂pk
− ∂ f1

∂pk

∂g
∂qk

)]
= f1 ∑

k

(
∂ f2

∂qk

∂g
∂pk
− ∂ f2

∂pk

∂g
∂qk

)
+ f2 ∑

k

(
∂ f1

∂qk

∂g
∂pk
− ∂ f1

∂pk

∂g
∂qk

)
= f1{ f2, g}+ f2{ f1, g}

此即为所要证明的结果

性质5留给读者自证,接下来我们证明雅克比恒等式

证明 2.1.11 为了证明这个恒等式, 我们注意到这样的结果.根据泊松括号的定义,泊松括

号是 f和g一阶导数的双线性齐次函数. 所以很自然的{h, { f , g}}是 f和g二阶导数的线性

齐次函数. 因此6中的等式左端是所有三个函数 f , g, h的二阶导数的线性齐次函数. 我们将

含有 f的二阶导数合并同类项. 第一个括号{ f , {g, h}}不含这样的项,因为他只涉及 f的一

阶导数. 定义

D1(ϕ) = {g, ϕ}, D2(ϕ) = {h, ϕ}
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这样可以将性质6中的符号写成

{g, {h, f }}+ {h, { f , g}} = {g, {h, f }} − {h, {g, f }}

= D1(D2( f ))− D2(D1( f ))

= (D1D2 − D2D1) f

= [D1, D2] f

显然[D1, D2]是一个一阶微分算子.事实上,线性微分算子的一般形式为

D1 = ∑
k

ξk
∂

∂xk
, D2 = ∑

k
ηk

∂

∂xk

其中ξk, ηk是x1, x2, . . .的任意函数. 于是

D1D2 = ∑
k,l

ξkηl
∂2

∂xk∂xl
+ ∑

k,l
ξk

∂ηl

∂xk

∂

∂xl

D2D1 = ∑
k,l

ηkξl
∂2

∂xk∂xl
+ ∑

k,l
ηk

∂ξl

∂xk

∂

∂xl

它们之差

D1D2 − D2D1 = ∑
k,l

(
ξk

∂ηl

∂xk
− ηk

∂ξl

∂xk

)
∂

∂xl

是一个一阶微分算子.注意到我们现在的系统有

xk =

{
qk, (k = 1, 2, · · · , s);

pk−s, (k = s + 1, s + 2, · · · , 2s).

于是有

{g, {h, f }}+ {h{ f , g}} = ∑
k,l

(
ξk

∂ηl

∂xk
− ηk

∂ξl

∂xk

)
∂ f
∂xl

= ∑
k

(
Ak

∂ f
∂qk

+ Bk
∂ f
∂pk

)

注意Ak和Bk是g和h的函数,但不是 f的函数,所以如果令 f = pi,得到

{g, {h, pi}}+ {h, {pi, g}} =
{

g,
∂h
∂qi

}
−
{

h,
∂g
∂qi

}
=

∂

∂qi
{g, h} = Bi
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同理,令 f = qi

{g, {h, qi}}+ {h, {qi, g}} = −
{

g,
∂h
∂pi

}
+

{
h,

∂g
∂pi

}
= − ∂

∂pi
{g, h} = Ai

由此有

{g, {h, f }}+ {h, { f , g}} = ∑
k

(
∂

∂qk
{g, h} ∂ f

∂pk
− ∂

∂pk
{g, h} ∂ f

∂qk

)
= {{g, h}, f } = −{ f , {g, h}}

所以雅克比恒等式得证

从代数结构来看,泊松括号是李代数的乘法,不同函数之间的泊松括号给出的雅克比恒等

式是李代数的基本定义关系.

例 2.1.2 质点动量p和角动量J = r× p的笛卡尔坐标分量组成的泊松括号满足

{Ji, pi} = ε ijk pk

其中i, j, k = x, y, z, 这里为了简化书写采用了Einstein双重指标求和规则, 而ε ijk是Levi-

Civita张量,其定义为

ε ijk =


1, 当ijk为偶置换;

−1, 当ijk为奇置换;

0, 当ijk有重复指标.

证明 2.1.12 根据角动量的定义J = r× p,可以得到笛卡尔系下各个坐标分量Jx, Jy, Jz.

Ji = ε ijkxj pk

xi, pi是正则力学量

{pk, f } = − ∂ f
∂xk
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所以得到

{Ji, pj} =
∂Ji

∂xj

=
ε ij′kxj′ pk

xj

= ε ij′k
xj′ pk

xj
= ε ij′kδjj′ pk = ε ijk pk

得证

例 2.1.3 角动量J各个分量组成的泊松括号满足

{Ji, Jj} = ε ijk Jk

证明 2.1.13

{Ji, Jj} = {Ji, ε i′ jk′xk′ pi′}

= ε i′ jk′{Ji, xk′ pi′}

= ε i′ jk′ [{Ji, xk′}pi′ + xk′{Ji, pi′}]

= ε i′ jk′
(
ε ik′αxα pi′ + xk′ε ii′β pβ

)
= ε i′ jk′ε ik′αxα pi′ + ε i′ jk′ε ii′βxk′ pβ

=
(
δi′αδji − δi′iδjα

)
xα pi′ +

(
δjβδk′i − δjiδk′β

)
xk′ pβ

= δjixi′ pi′ − xj pi + xi pj − δijxk′ pk′

= ε ijkxi pi

得证

2.1.5 可积系统

泊松定理表明,有可能通过已有的运动积分构造新的运动积分. 更多的运动积分有助

于解析地描述系统的运动情况.

定义 2.1.11 (可积系统) 对于有s个自由度的力学系统, 如果可以找到s个相互独立的

运动积分φ1, φ2, . . . , φs,且满足

[φi, φj] = 0, (i, j = 1, 2, . . . , s)
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这样的系统称为可积系统,此时称φ1, φ2, . . . , φs是相互正合的.

这个结论是由刘维尔首先证明的, 所以也称为刘维尔可积性定理. 系统可积是, 其哈密顿

函数属于运动积分之中一个,或者可以用它表示出来,而系统运动方程可以通过积分的方

法求解. 这个定理的证明需要利用辛流形的内容,我们暂时放在后面的补充内容里.

除了刘维尔可积性外, 还存在其它类型的可积性. 例如对于一个系统, 如果可以构造

两个矩阵A = (aij)和B = (bij),使得他们满足关系

dA
dt

= AB− BA = [A, B]

同时上述关系完全等同于系统的动力学方程,则该系统也是可积的.这里矩阵A和B称作Lax

pair. 上述关系称作Lax方程.

利用A可以构造运动积分,首先我们计算 dAn

dt

dAn

dt
=

n

∑
k=0

Ak dA
dt

An−1−k =
n

∑
k=0

Ak [A, B]An−1−k

=
n

∑
k=0

(Ak+1BAn−1−k −AkBAn−k)

两边求trace

dtr(An)

dt
=

n

∑
k=0

tr(Ak+1BAn−1−k −AkBAn−k) =
n

∑
k=0

[tr(BAn)− tr(BAn)] = 0

所以tr(An)是系统的运动积分

例 2.1.4 对于一位谐振子系统,拉格朗日函数为:

L =
1
2

mẋ2 − 1
2

mω2x2

可以构造矩阵

A =
√

m

[
ẋ ωx

ωx −ẋ

]
, B =

[
0 ω

2

−ω
2 0

]

这里A具有性质A2 = E, E是系统具有的机械能, E = 1
2 mẋ2 + 1

2 mω2x2,相应有

tr(A2n+1) = 0, tr(A2n) = 2(2E)n

由此可以看出仅仅只有机械能E是系统的运动积分. 一个自由度的系统有一个运动积分
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分,一维谐振子系统是可积系统.

值得注意,对于多体系统,可积的系统是非常少的,绝大多数是不可积的.最具代表性的例

子是所谓的三体问题,仅当有比较强的限制时才可以精确求解. 通常必须借助数值计算确

定多体运动行为以及相关性质.

2.1.6 哈密顿雅克比方程

作为坐标时间函数的作用量

之前的章节2.1.1里我们讨论过在两个固定位置q(1)和q(2)之间轨道的积分

S =
∫ t2

t1

Ldt (2.19)

其中q(1)和q(2)是在给定时刻t1和t2系统占据的位置. 在对作用量变分时, 我们比较有相同

值q(t1)和q(t2)的临近轨道的这个积分值. 这些轨道中只有一条对应这使得运动, 这就是

积分S取极值的轨道.

我们换一个角度去看待作用量S. 我们将S看做表征沿着真实轨道运动的量,并比较有

相同初始位置q(t1) = q(1)但t2时刻通过不同位置的那些轨道对应的作用量的值. 也就是

说,真实轨道作用量积分看做积分上限对应坐标的函数

定理 2.1.5 作用量对坐标的偏导为对应的动量:

pi =
∂S
∂qi

(2.20)

证明 2.1.14 首先我们计算从一条轨道变到邻近轨道时,作用量产生的变化量为

δS = ∑
i

∫ t2

t1

(
∂L
∂qi

δqi +
∂L
∂q̇i

q̇i

)

= ∑
i

∂L
q̇i

δqi

∣∣∣∣∣
t2

t1

+ ∑
i

∫ t2

t1

[
∂L
∂qi
− d

dt

(
∂L
∂q̇i

)]
δqidt

实际运动满足拉格朗日方程, 所以第二项积分为0. 第一项积分下限对应的δq(t1) = 0,

将δq(t2)简记为δq,而pi =
∂L
∂q̇i

. 最后可得:

δ = ∑
i

piδqi
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所以作用量对坐标的偏导数为
∂S
∂qi

= pi

得证

定理 2.1.6 作用量对时间的偏导为哈密顿函数的负数

∂S
∂t

= −H

证明 2.1.15 我们考虑给定时刻t1从给定位置q(1)出发, 在不同时刻t2 = t终结于给定位

置q(2)的轨道, 可以将作用量看成时间的显函数. 根据作用量定义, 沿轨道对时间的全导

数为
dS
dt

= L

将S看成坐标和时间的函数,全微分展开

dS
dt

=
∂S
∂t

+ ∑
i

∂S
∂qi

q̇i =
∂S
∂t

+ ∑
i

pi q̇i

比较上面两个式子,可以得到

∂S
∂t

= L−∑
i

pi q̇i = −H

得证

根据上面定理2.20和定理2.1.6可以得到作用量全微分表达式

dS = ∑
i

pidqi − Hdt (2.21)

其中作用量看做(2.19)中积分上限坐标和时间的函数. 假设运动的初始点和终点的坐标与

时间都发生变化. 显然, S为两端的差

dS = ∑
i

p(2)i dq(2)i − H(2)dt(2) −∑
i

p(1)i dq(1)i + H(1)dt(1)

这个关系表明, 在运动过程中, 无论外部对系统有什么样的影响, 运动的末态都不会是初

态的任意函数,只有上式右端表达式能写成全微分的运动才是可能的.所以存在与拉格朗

日函数具体形式无关的最小作用量原理,这给了可能运动的范围一定限制. 如果将坐
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标和动量看成独立变量,并且将方程(2.21)写成积分形式

S =
∫

∑
i
(pidqi − Hdt) (2.22)

则可以由最小作用量原理推导出哈密顿方程

δS = ∑
i

∫ t2

t1

(
δpidqi + pidδqi −

∂H
∂qi

δqidt− ∂H
∂pi

δpidt
)

= ∑
i

∫ t2

t1

δpi

(
dqi −

∂H
∂pi

dt
)
+ ∑

i
piδqi

∣∣∣∣∣
t2

t1

−∑
i

∫ t2

t1

δqi

(
dpi +

∂H
∂qi

dt
)
= 0

积分限两端有δq = 0,这样积分出来的项为0,只剩下第一项和第三项两个积分项,而剩下

两项的p, q是独立的,只有被积函数为0才能满足整个表达式为0. 于是有

dqi =
∂H
∂pi

dt, dpi = −
∂H
∂qi

dt

这便是哈密顿正则方程

哈密顿雅克比方程

根据定理2.1.6我们可以知道函数S(q, t)对时间的偏导数与哈密顿函数的关系为

∂S
∂t

+ H(q, p, t) = 0

我们将p = ∂S
∂q代入上式,得到S(q, t)应该满足

∂S
∂t

+ H(q1, . . . , qs;
∂S
∂q1

, . . . ,
∂S
∂qs

; t) = 0

这是一阶偏微分方程,叫做哈密顿-雅克比方程.

2.2 量子力学中的概率

20世纪初开始, 实验物理积累了大量令人费解的奇怪现象, 这些现象表明, 经典物理

似乎不是那么适用了.光和电子表现的有时像波,有时像粒子.为了解决这一种矛盾,我们

似乎要对理论进行一定的妥协. 在这种妥协的方案下, 我们退而求次, 从拉普拉斯的决定
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论到概率.但更为重要的发现是,量子力学的概率叠加并不是拉普拉斯经典概率理论的叠

加定律.但当实验所涉及的对象的尺寸增大时,物理世界的量子力学概率与经典概率行为

十分相近.所以经典的概率只能描述大量多粒子系统的整体性质,而在单粒子的概率行为

上是无能为力的.

2.2.1 双缝干涉

概率的数学概念在量子力学中并没有什么改变. 当我们说一个实验结果的某个结果

概率为p时,我们就是以传统意义讲的,也就是这个实验重复多次,出现这个结果的频率大

致是p. 这里就不在赘述.

我们在量子力学里所需要改变的观点并非数学的观点, 而是物理上量子力学计算概

率的方法. 在微观尺度非常小的情况下, 这个量子力学上的概率影响最大. 首先我们从一

个实验开始讲起.

一个假想实验如图2.1所示. . A处有一个电子源S. S处的所有电子以相同的能量向

各个方向射出,撞击在屏B上,屏B上有1和2两个小孔,电子可以通过它们. 最后在B后面的

屏C处放置一台电子探测器,该探测器距离屏幕中心为x.

x

A B C

Hole 1

Hole 2

Electron

path 1

path 2

图 2.1: 实验装置A处射出的电子前进到屏C处的探测器,其间插入一个带有两个孔的屏B.
对于到达的每一个电子,探测器记录下一个计数;当探测器距离屏幕中心为x时,测量电子
到达的比例,并以x进行标定,如图2.2所示.

如果探测器足够灵敏,则会发现,到达x的电流不是连续的,而是一个个电子相继到达

的.若电子源S的强度足够弱,探测器将会记录下一个个的脉冲. 脉冲时间间隔内没有电子

到达, 因为这个原因, 我们说电子是粒子.如果将探测器分布在屏C上的各个位置, 并且电

子源S足够微弱,那么一次只有一个探测器响应,过间隔时间后另一个探测器才响应.如此
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不断地连续下去. 探测器绝对不会出现半个响应或者同时多个响应. 也就是说, 要么一次

一个电子的完整响应,要么什么也没有. 换句话说,探测器记录了电子从源S到x的经历.

我们需要做的是对于不同位置x的探测器, 测量每秒钟脉冲的平均个数, 最后得到电

子从S到x相对概率P作为x的函数. 概率P作为x函数的图像是一条复杂的曲线, 定性的画

在下图, 它有极大值极小值, 在中心的附近一些区域几乎没有电子到达, 我们需要处理的

物理问题就是找到这条曲线的规律.

由于电子是粒子,我们必须做出如下假定

I 从S到达x的电子必须经过孔1或者2

II 到达x的概率应该是两部分之和,也就是说通过孔1的概率P1加上通过孔2的概率P2.

III 存在复数φ1, φ2使得

P = |φ|2

φ = φ1 + φ2

P1 = |φ1|2, P2 = |φ2|2

我们可以用实验来检验这是否正确. 每一组分的概率是容易测量的.只需要分别遮住不同

孔就能得到单个孔对应的电子概率分布.如图2.2所示.

根据图中的结果, 蓝色曲线完全与两单孔对应的两条曲线叠加之和不同, 说明P 6=
P1 + P2.

双缝干涉P(x)

缝1对应的分布P1(x)

缝2对应的分布P2(x)

拉普拉斯经典概率叠加P3(x)

图 2.2: 实验结果. 电子到达x的概率是相对探测器位置x画出的. 图2.1的实验结果画在
蓝色线中; 若仅仅只有孔1开启, 则电子仅仅能通过孔1, 其结果是绿色线所代表; 若仅仅
孔2开启, 则是黄色线所代表的的结果.如果我们设想每个电子恰好通过这个空或那个孔,
则当两孔都开启时, 预期得到的曲线应该是绿色线+黄色线=红色线. 这与实际所得的蓝
色线大不相同.

2.2.2 概率幅

两孔都开启时,电子到达x的概率并不是单独开启孔1的概率与单独开启孔2的概率之

和. 实际上, 复杂曲线P(x)是我们熟悉的电子通过两个孔后干涉叠加的分布强度曲
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线. 在波动力学里, 描述波是用复变函数φ(x)描述的, 而|φ(x)|2正好描述了这个强度分布
曲线P(x), 而φ(x)叫做电子到达x的概率幅. 这样我们就能用数学来描述P(x)的规律. 并

且φ(x)是两个孔对应φ1(x), φ2(x)之和.

x

P

图 2.3: 相干干涉叠加出的电子分布曲线有极大值也有极小值, 在一些点发自两个不同孔
的电子相干相消,在另一些点上发自不同孔的两个电子相干相长,由此产生了电子分布曲
线I(x)的条纹

这样我们就能得到III的推断.以后我们会介绍如何计算φ1, φ2. 总之,我们能计算出到

达x处探测器的波强度,并且把这个强度解释为粒子到达x处的概率.

2.2.3 测量问题

值得注意的是,这里我们描述电子的运动使用了波动力学里描述波用的复变函数φ(x).

这意味着我们应该抛弃经典力学里粒子与波的概念. 在量子力学里同时使用波的概念和

粒子的概念并不产生矛盾.

为了更详细地讨论这一点,首先考虑观测结果是干涉条纹的情况. 新的概率叠加规律

意味着P1 + P2 = P是不正确的.这就导致了一个结论: 当两个孔开启时,粒子通过这个孔

或那个孔的说法是不对的.因为如果粒子通过这个孔或那个孔,我们可以根据通过的孔将

粒子分为不相干的两类,并且到达x的次数P一定是粒子经过孔1和孔2次数之和

这与我们经典的理解完全不一样,为了理解这点,历史上曾经有人思考过电子也许在

一条复杂的轨道上运动,先通过孔1再以某种复杂的方式通过孔2;或许电子以某种方式散

开, 部分地通过两个孔, 导致最终的干涉结果; 或许由于遮住孔2有可能影响孔1附近的电

子运动, 从而电子穿过孔1的概率没有正确的被确定, 人们曾经试图用许多这种经典力学

模型去解释这个结果. 当我们使用光子时, 可以使干涉路径1和2在空间上相距几个厘米,

因此两个交叉轨道几乎肯定是独立的.下面的实验可以证明,实际情况比开始所设想的具
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有更深远的意义.

观测的后果

之前的逻辑推导得到的结果P 6= P1 + P2. 这个结果可以说明根据电子通过孔1或者

孔2来分析电子的运动是不正确的. 然而可以设计一个实验来验证这个结论, 在孔后面放

一个光源,就可以观看电子通过哪一个孔(如图2.4). 由于电子散射光,因此如果光在孔1后

面被散射, 我们立马可以判定电子通过的是孔1; 若光在孔2后面被散射, 我们立马可以判

定电子通过的是孔2.

Electron

Hole 1

Hole 2

Path 2

Path 1

Screen B Screen CScreen A
Photon Prober

x

图 2.4: 实验2.1的一个修正. 我们在屏B后面放一个光源L, 并寻找通过孔1或者孔2的电子
散射的光.用一个很强的光源,确实可以发现每个电子通过这个或那个孔.但现在到达x的
概率不再是由图2.2中的蓝线给出而是由图2.2中的红线给出.

这个实验结果表示,电子确实通过的孔1或者孔2. 对于每一个到达屏幕C的电子,光要

么在孔1后面被散射, 要么在孔2后面被散射,并且绝不会在两处同时被散射. (更精细的实

验可以得到电子都是以一个完整电荷e出现的,绝不会出现它的部分电荷.)

这似乎引起了一个荒谬的问题.假设将两个实验联合起来查看电子通过了哪个孔,并

同时测量电子到达x的概率, 然后对于每一个到达x的电子, 我们可以从实验上来说明电

子是否通过了孔1或者孔2. 首先我们知道P1由图2.2中的橙色曲线给出, 因为我们若选择

到达x的电子只是通过孔1的电子, 则我们得到的正是橙色曲线P1(孔2是否遮住均可得到

这个结果,因此可以说明孔2是否开启对孔1附近电子运动毫无影响).如果选取孔2出散射

光的电子, 我们得到的则是绿色曲线P2. 现在每个电子要么出现在孔1要么出现在孔2, 并
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且可以将它分成不相干的两类. 因此如果我们把这两类放在一起, 一定得到的是红色曲

线P = P1 + P2,实验确实如此. 然而该分布没有出现蓝色干涉曲线!

这里发生的变化实际上是当我们观察电子通过哪个孔时,就能得到结果P = P1 + P2,

当我们观察时,就得到不同的结果P = |φ1 + φ2|2 6= P1 + P2.

实际上正是我们观察了电子才改变了它到达x的概率.为了观察电子,我们是用了光,

而光与电子的碰撞会改变电子的运动,或者更确切的说,改变了电子到达x的概率.

另一方面, 我们是否能使用较弱的光源来降低光对电子的影响呢? 事实上一个很弱

甚至可以忽视的干扰对分布肯定不会产生从蓝色到红色曲线的有限小的改变. 但弱的光

并不意味着弱的干扰. 光以能量hν或者动量h/λ的量子形式出,减弱光意味着使用较少的

光子. 因此我们会漏看一些电子. 但是当我们确实看见一个电子的时候, 就意味着一个完

整的光子被散射,并且这个电子获得大约为h/λ的有限动量.

漏看的那些电子是根据干涉定律图2.2中蓝色曲线分布的, 而我们真正看到的是散射

一个光子并到达x的那些电子,这些电子的概率分布是图2.2中的红色曲线. 因此在这种情

况下, 总的分布是蓝色曲线和红色曲线的加权平均. 在强的光线下, 几乎所有的电子都散

射光,分布近似红色曲线,在弱的光线下,散射极少,它更相似于蓝色曲线.

我们仍然可以认为, 既然光携带的动量是h/λ, 那么我们采用波长足够长的光就可以

减弱影响效果. 但这是有限度的, 如果使用波长太长的光, 我们将不能区分电子到底从哪

个孔后面被散射. 因为波长为λ的光源用于空间定位时,其精度不超过λ的数量级.

因此我们看到,为测定电子通过哪个孔而设计的任何物理实验,一定会产生强的干扰,

足以使分布从蓝色曲线变到红色曲线. 海森堡第一个注意到这些,并在他的不确定性原理

中作了陈述: 当时崭新的力学自洽性对所能进行的实验精度有一个限制. 在我们的情形

中,这个原理可以得出: 设计一种装置来测定电子通过什么样的孔,并且足够精细,使得电

子的偏转不足以破坏干涉图形的企图一定不会成功. 量子力学自洽性要求这必须是一个

普遍性的陈述. 对于不确定性原理,从未发现过任何例外情况. 在后面的章节里,我们会进

一步讨论不确定性原理,量子力学的不确定性是一种本质上的不确定性,而不是实验所导

致的.

2.3 量子力学基础概念

2.3.1 量子态

我们考虑一个微观量子系统,它由具有一些物理特征(例如质量、电荷、角动量等)的

粒子组成,这些粒子之间按照力学规律去运动,我们把每一种符合运动规律的状态叫做一

个量子态. 按照经典力学的做法,我们如果确定了这个力学系统的坐标q和动量p, 这个力
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学系统就确定下来了, 因为我们可以通过求解哈密顿正则方程去得到任何时刻的力学状

态. 然而之前章节论证了,对于一个量子系统,存在不确定性,我们无法的到这个力学系统

所有的信息. 测量能力的局限性限制了一个量子态可以具有数据的数量.这样就导致了量

子系统的状态不能用某一个时刻的全部坐标与动量去确定,而必须用比较少的数据,或者

一些具有概率性的数据来确定.

定义 2.3.1 (量子态的符号) 在量子力学里,一般使用符号|ψ〉表示一个量子态ψ,其中ψ是

量子态的记号. 在不同的系统里, 根据不同的情况可以采用不同的量子数去标记量子态.

例如|ξ1ξ2 . . . ξs〉,这里ξ1, ξ2, . . . , ξs是s个独立不同的量子数,有些地方也用记号|ψξ1,ξ2,...,ξs〉.

例 2.3.1 坐标为x的电子的量子态用符号|x〉表示,动量为p的电子用|p〉表示.

在前面的干涉实验2.1里,我们讨论了干涉测量问题.为了简化问题,我们这里暂不考虑电

子,现在我们考虑一个单光子干涉的实验问题

1

2

Laser S Spectrometer

Beam

Beam 1

Beam 2

Optical Screen 1 Optical Screen 2

图 2.5: 单光子干涉实验: 激光器发射一束激光通过分光器分为两束, 束流1通过孔1, 束
流2通过孔2, 然后在光屏2上发生干涉. 若减弱激光器S, 以至于一束激光在足够长的时间
内只射出一个光子,该光子通过分光器后处于束流1的状态称作|1〉,处于束流2的状态称作
状态|2〉

我们把通过孔1的状态标记为|1〉, 通过孔2的状态标记为|2〉. 如果我们减弱激光器功
率, 一直到一束激光在足够长的时间内只有一个光子射出, 很自然我们会问到: 单个光

子通过分光器后会走哪条路径? 这个问题看起来很怪异, 但实际上却指向了量子力学的

核心. 若我们认为光子通过分光器后走孔1或者孔2对应的路径, 类似前面电子测量问题

的分析, 孔1和孔2是独立的, 这就不可避免的让我们又回到了拉普拉斯概率性叠加P =

P1 + P2. 由前面的分析,这点与我们所需要的量子力学并不符合.
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为了解决这个问题, 我们必须把光子描述成部分同时地进入由入射光分裂而成的两

个组分(|1〉, |2〉)中的每一个. 这样我们可以说光子处于一个量子态,这个量子态是分别由

两个组分对应的状态(量子态)叠加而成. 用光学的语言来说就是, 每一个组分对应的量子

态|i〉与普通波动力学中的波函数ψi相联系. 每一个波函数可以描述一个组分的光子,而总

的波函数是由各个组分的波函数ψi叠加而成,因此量子态|·〉可以像波函数一样线性叠加.

假设 2.3.1 (量子态的线性叠加原理) 在量子力学中量子态满足线性叠加原理

|ψ〉 = ∑
n

cn|ψn〉

其中cn ∈ C.

我们暂不考虑为什么量子力学是定义在复数域C上的, 该后续章节会解释. 量子态|ψn〉满
足线性叠加性,这意味着|ψn〉在数域C上构成了线性空间E. 我们把这个量子态|ψn〉构成的
线性空间叫做态空间E,态空间E的元素叫做态|ψn〉.

定理 2.3.1 量子系统所有线性无关的量子态|ψn〉, (n = 1, 2, . . . )构成一个C上的线性

空间E,量子力学里习惯叫做态空间. 这个系统任何时刻的量子态都处于态空间中,并可以

由不同量子态叠加得到

证明 2.3.1 根据量子态线性叠加的假设2.3.1我们可以得到

c1|φ〉+ c2|φ〉 = (c1 + c2)|φ〉

c|φ1〉+ c|φ2〉 = c(|φ1〉+ |φ2〉)

若c1 + c2 = 0,则有|φ〉+ (−|φ〉) = 0

按照我们之前单光子实验的描述, 量子态的叠加态必须同时处于多个线性无关的组

分中. 这意味着

|φ1〉+ |φ2〉 = |φ2〉+ |φ1〉

(|φ1〉+ |φ2〉) + |φ3〉 = |φ1〉+ (|φ2〉+ |φ3〉)

这样就证明了量子态构成一个线性空间,有些地方把量子态矢量简称为态矢量.

2.3.2 左矢量

当我们建立起一个矢量集合之后, 我们总是能够通过矢量集合到数域F之间的映射
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定义一个新的矢量集合,我们叫做对偶矢量.在物理系统里面最简单的到数域F(量子力学

里F = C)是量子态之间的内积

定义 2.3.2 (量子态的内积) 在态空间E中的两个态矢量|ϕ〉与|ψ〉的内积定义为:

〈ϕ|ψ〉 = φ

其中φ ∈ C,这里〈ϕ|称为左矢量, |ψ〉称为右矢量, φ为复数.

在1.8章介绍了对偶空间的概念,这里我们定义了量子态内积为〈ϕ|φ〉 ∈ C,所以左矢量〈φ|是
一个线性映射L : |φ〉 7−→ C. 而根据1.8章对偶空间的概念,这意味着所有的左矢量也构成

一个线性空间E′.

定理 2.3.2 (态空间的对偶空间—左矢空间) 对于一个给定的量子系统,量子态的内积

诱导出左矢空间E′,左矢空间E′是右矢空间E的对偶空间,其中两个态矢量的正交定义为:

〈ϕ|ψ〉 = 0

证明 2.3.2 在第1.8章的对偶空间里,我们已经证明过.这里我们从物理的角度说明一下.

假定有一个数φ,它是右矢量|ψ〉的函数. 也就是对于每一个右矢量|ψ〉都有一个数ψ与

之对应. 我们假定这个函数数是线性的, 意思是对应于|ψ〉 + |ψ′〉的数是对应于ψ〉的数与
对应于|ψ〉的数之和,而对应于c|ψ〉的数等于c乘以对应于|ψ〉的数.(c ∈ C).因此我们可以把

数φ看成矢量|ψ〉与某个新的矢量的标量积,每一个右矢量|ψ〉的线性函数都有一个这类新
的矢量与之对应. 这个新的矢量就叫做左矢量. 我们假定对于线性函数φ, |ψ〉对应的左矢
量为〈ϕ|. 它们之间的线性条件可以写成:

〈ϕ|(|ψ〉+ |ψ′〉) = 〈ϕ|ψ〉+ 〈ϕ|ψ′〉

〈ϕ|(c|ψ〉) = c〈ϕ|ψ〉
(2.23)

其中c ∈ C.

性质 2.3.1 (左矢量的几个性质)

(1) 如果左矢量与任意右矢量的内积都完全确定下来, 那么左矢量就完全确定下来了. 特

别是,如果对所有的|ψ〉都有〈ϕ|ψ〉 = 0,则〈ϕ| = 0

(2) 两个左矢量之和〈ϕ| + 〈ϕ′|定义为它与任意右矢量的内积等于〈ϕ|和〈ϕ′|分别与|ψ〉的
内积之和

(〈ϕ|+ 〈ϕ′|)|ψ〉 = 〈ϕ|ψ〉+ 〈ϕ′|ψ〉 (2.24)
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(3) 左矢量〈ϕ|与C中的标量c的乘积为(c〈ϕ|)|ψ〉 = c〈ϕ|ψ〉

方程(2.23)和性质2与性质3表明, 左右矢量的乘法都满足分配律,它们与复数域的标量c的

乘积满足结合律.

这里所引入的左矢量是与右矢量完全不同的矢量,到目前为止,它们之间没有任何联

系, 只是在左右矢量之间存在标量积(内积). 现在我们给定一个左右矢量之间一个新的假

设,以建立起左右矢量之间的一一对应关系.

假设 2.3.2 我们假定对应于|ψ〉+ |ψ′〉的左矢量等于对应于|ψ〉的左矢量和对应于|ψ¸〉的左
矢量之和,而对应于c|ψ〉的左矢量等于c∗乘对应于|ψ〉的左矢量.其中c∗是c的复共轭.

建立起这种对应关系后,我们可以用相同的记号来表示与右矢量|ψ〉对应的左矢量〈ψ|. 左
右矢量之间的这种一一对应关系建立起来之后,量子动力学系统在任意时刻t的任何状态

既可以用右矢量|ψ(t)〉表示也可以用左矢量〈ψ(t)|来表示. 事实上整个理论在左右矢量是

对称的.

定理 2.3.3 (左右矢量与量子态的对应关系) 对应于两个独立量子态的叠加态c1φ1 + c2φ2,

对应的右矢量为c1|φ1〉+ c2|φ2〉,左矢量为c∗1〈φ1|+ c∗2〈φ2|.

量子态φ←→右矢量|φ〉 ←→左矢量〈φ|

量子态c1φ1 + c2φ2 ←→右矢量c1|φ1〉+ c2|φ2〉 ←→左矢量c∗1〈φ1|+ c∗2〈φ2|

这样我们可以使用一个统一的符号来用左右矢量表示量子态:

量子态cφ 7−→ |cφ〉 = c|φ〉

量子态cφ 7−→ 〈cφ| = c∗〈φ|

给定两个量子态ϕ和φ,我们有它们的内积〈ϕ|cψ〉 = c〈ϕ|ψ〉与〈cψ|ϕ〉 = c∗〈ψ|ϕ〉.这使得我
们进行进一步的假设:

假设 2.3.3 (态矢量内积Hermite共轭) 给定量子态ϕ与ψ,我们假定内积〈ϕ|ψ〉与〈ψ|ϕ〉之间
满足Hermite共轭

〈ϕ|ψ〉 = 〈ψ|ϕ〉∗

在这个假设下,令〈ϕ| = 〈ψ|,很显然〈ψ|ψ〉是实数. 这样我们进一步假定1除|ψ〉 = 0外

〈ψ|ψ〉 > 0 (2.25)

1这是为了用内积去定义范数而做的假设.
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在之前的干涉实验里, 概率叠加满足概率幅的线性叠加原理|φ|2 = |ψ1 + ψ2|2, 并且

概率幅的模方满足正定性|ψi|2 ≥ 0与三角不等式|φ1 + φ2| < |φ1|+ |φ2|. 根据量子态和右
矢量之间的对应性,再考虑到线性空间内积和范数的联系. 我们可以定义量子态的范数.

定理 2.3.4 (范数) 在态空间E中,任意量子态ψ对应的右矢量|ψ〉的范数‖|ψ〉‖为

‖|ψ〉‖ =
√
〈ψ|ψ〉

证明 2.3.3 首先正定性显然满足‖|ψ〉‖ =
√
〈ψ|ψ〉 > 0

接下来证明三角不等式‖|ϕ〉‖+ ‖|ψ〉‖ > ‖|ϕ + ψ〉‖

‖|ϕ〉+ |ψ〉‖2 = (〈ϕ|+ 〈ψ|)(|ϕ〉+ |ψ〉)

= 〈ϕ|ϕ〉+ 〈ϕ|ψ〉+ 〈ψ|ϕ〉+ 〈ψ|ψ〉

= 〈ϕ|ϕ〉+ 2Re(〈ϕ|ψ〉) + 〈ψ|ψ〉

< 〈ϕ|ϕ〉+ 2|〈ϕ|ψ〉|+ 〈ψ|ψ〉

< 〈ϕ|ϕ〉+ 2‖|ϕ〉‖‖ψ〉‖+ 〈ψ|ψ〉

= (‖|ϕ〉‖+ ‖|ψ〉‖)2

定义 2.3.3 给定一个右矢量|ψ〉,我们可以构成一个归一的右矢量|ψ̃〉,记为:

|ψ̃〉 = |ψ〉
〈ψ|ψ〉

它有下列性质:

〈ψ̃|ψ̃〉 = 1

由于归一化,在物理学中我们认为|ψ〉和c|ψ〉在c 6= 0时表示同一个物理态. 换句话说,态空

间中只有方向是有意义的.

根据正定性假设2.25和归一化条件2.3.3, 很自然会做一个假设:归一化态矢量|ψ〉的自
身内积〈ψ|ψ〉对应物理测量2得到的总概率1.

实验2.5可以看出, 物理系统总是要求一个量子系统态矢量的集合E是完备的. 从物

理的要求上来说, 态空间E必须是Hilbert空间H, 其中状态矢量是Hilbert空间H的一个元
素. 所有的量子力学演化过程都发生在Hilbert空间H里, 这使得我们可以利用Hilbert空

间H来描述量子力学.用数学的语言来说:

2测量问题会在算符谱理论中进行解释
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定理 2.3.5 (完备性) 若{|ψn〉} ⊂ H是一组完备正交基. 则对于任意|ϕ〉 ⊂ H.

‖ϕ‖2 = ∑
n
|〈ϕ|ψn〉|2

该定理实质上就是Parseval关系. 证明过程在1.11. 在之前的章节里, 介绍了Hilbert空间

里可以通过Schmidt正交化Hn得到一组完备正交归一的基向量|ψn〉. H中任意向量都可
以用这组完备正交归一的基展开.

|ψ〉 = ∑
k

ck|ψn〉

其中ck = 〈ψk|ψ〉. 如果H包含一组正交归一基,则叫H为可分的Hilbert空间.
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Chapter 3

算符理论

3.1 线性算符

在之前的章节里我们建立起了一套描述量子力学所需要的数学, 很自然地就会想到,

态空间中两个不同的右矢量之间有何联系. 实际上我们希望建立起两个不同量子态ψ 7→
ϕ之间的联系,而这两个量子态之间的联系对应的物理实际意义正是这章我们要讨论的核

心内容. 在实际物理实验中,可以制备许多相同的量子态(纯态{|φ1〉, |φ2〉, . . . , |φn〉}),而在
这些相同的量子态测量相同的力学量(例如角动量、动量、能量等)会得到不同的取值结

果(返回值). 在经典力学里, n个相同的状态分别测量相同力学量得到的n个结果必定一样,

这意味着量子力学里的力学量与经典力学里的力学量并不一样. 量子力学与经典力学之

间的矛盾暗含了量子力学中的力学量应该对应着一个测量值的分布. 线性算符正好满足

这个性质, 线性算符具有谱, 正好对应着量子力学的测量值分布. 线性算符的性质直接与

实际物理相互对应.

3.1.1 线性算符

定义 3.1.1 (线性算符) H中的线性算符Â是指映射A : H 7−→ H, Â满足线性关系

Â(α|ϕ〉+ β|ψ〉) = αÂ|ϕ〉+ βÂ|ψ〉

其中|ϕ〉, |ψ〉 ∈ H, α, β ∈ C.

实际上我们只需要算符Â定义在定义域D(Â) ⊂ H,其中定义域D(Â)在H中稠密:

A : D(Â) 7−→ H

81
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下面是一些H上线性算符的例子.

例 3.1.1

1 恒等映射

1 : |ψ〉 7−→ |ψ〉

2 坐标算符

x̂j : |ψ〉 7−→ x̂j|ψ〉

3 动量算符

p̂j : |ψ〉 7−→ p̂j|ψ〉

4 两个不同量子态ψ 7−→ ϕ = Âψ

Â : |ψ〉 7−→ |ϕ〉 = |Âψ〉 = Â|ψ〉

我们是用右矢量|ψ〉去标记量子态ψ, 右矢量与量子态之间存在对应ψ ←→ |ψ〉, 右矢量与
左矢量之间又存在线性对偶|ψ〉 Dual7−→ 〈ψ|. 这就可以在量子态,右矢量和左矢量之间建立起

算符的对应.

量子态:ψ 7−→ ϕ = Âψ

右矢量:|ψ〉 7−→ |ϕ〉 = |Âψ〉 = Â|ψ〉

左矢量:〈ψ| 7−→ 〈ϕ| = 〈Âψ|

两个不同线性算符的乘积也可以利用线性映射定义

定义 3.1.2 (线性算符的乘积) H中两个线性算符Â, B̂的乘积定

义为

(ÂB̂)|ψ〉 = Â|B̂ψ〉 = Â(B̂|ψ〉)

其中|ψ〉 ∈ H. |φ〉

|ϕ〉

B̂ B̂|ϕ〉

|ψ〉
Â

Â|ψ〉

ÂB̂ÂB̂|ψ〉

在定理2.3.5里, 我们得到了量子力学完备性条件(Parseval公式). 这里可以进一步写

成算符形式.
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定理 3.1.1 (完备性条件) 若{|ψn〉 : |ψn ∈ H}是态空间H中的一组完备正交归一向量
的集合,则有完备性条件

∑
n
|ψn〉〈ψn| = 1

其中1是单位算符1n×n.

证明 3.1.1 根据上一节的Parseval公式2.3.5有

‖|ϕ〉‖2 = ∑
n
|〈ϕ|ψn〉|2

= ∑
n
〈ϕ|ψn〉〈ψn|ϕ〉

= 〈ϕ|
(

∑
n
|ψn〉〈ψn|

)
|ϕ〉

= 〈ϕ|ϕ〉

所以

∑
n
|ψn〉〈ψn| = 1

3.1.2 有界算符和逆算符

定义 3.1.3 (有界算符) 算符Â是H上的有界算符定义为

‖Â‖ := sup
{|ψ〉∈H|‖ψ‖=1}

‖Â|ψ〉‖ < ∞ (3.1)

事实上,表达式3.1定义了一个范数,它使H上有界算符的空间B(H)成为一个Banach空间.

我们将会看到在一些方面有界算符比无界算符要容易处理的多. 然而,由于量子力学中一

些最重要的算符是无界的,我们需要研究它们的性质.

通常我们可以证明在定义域D上稠密的算符A一致有界. 下面这个引理表示, 在这种

情况下, A可以推广到有界算符.

引理 3.1.1 如果算符A在定义域D ⊂ H上稠密,对于ψ满足‖Â|ψ〉‖ ≤ C‖|ψ〉‖(C与ψ无

关),则它可以扩展到H上的有界算符,满足相同的界:

‖Â|ψ〉‖ ≤ C‖|ψ〉‖, |ψ〉 ∈ H

证明 3.1.2 对于任意|ψn〉 ∈ H,有序列{|ψn〉} ⊂ D使得当n → ∞时|ψn〉 → |ψ〉(D的稠密
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性).则关系

‖Â|ψn〉 − Â|ψm〉‖ ≤ C‖ψn〉 − |ψm〉‖

表明了{A|ψn〉}是一个Cauchy序列,所以对于一些|ϕ〉 ∈ H, Â|ψn〉 → |ϕ〉,我们令Â|ψ〉 :=

|ϕ〉.
因为‖Â|ψ〉‖ = lim ‖Â|ψn〉‖ ≤ C lim ‖ψn〉‖ = C‖|ψ〉‖, 这使Â扩展到H上的有界算

符,有相同的界C.

对于特定重要的一类算符,反过来说也成立:定义在H上的算符必须是有界的.这样的一类

算符是闭算符.

定义 3.1.4 (有界算符) H上有算符Â.若对于任意的序列|ψj〉∞j=1 ⊂ D(Â), 其中当j →
∞时,|ψj〉 → |ψ〉, A|ψj〉 → |ϕ〉,可以的得到|ψ〉 ∈ D(Â)以及Â|ψ〉 = |ϕ〉,则Â被叫做闭算

符. 换句话说, Â的图{(|ψ〉, Â|ψ〉) : |ψ〉 ∈ D(Â)} ⊂ H×H是封闭的.

另一类算符是对称算符.

定义 3.1.5 (对称算符) 若满足下列条件时,算符Â是对称算符

〈ϕ|Âψ〉 = 〈Âϕ|ψ〉

其中ϕ, ψ ∈ D(Â).

量子力学里最重要的算符是对称算符,特别是自伴算符,这将会在下节介绍.

定理 3.1.2 定义在全体H上的闭算子或对称算子是有界的.

证明 3.1.3 对于闭算符,这是闭图象定理. 对于对称算符,则是Hellinger-Toeplitz定理.

定义 3.1.6 (逆算符) 给定Hilbert空间H上算符Â,满足下列条件的算符B̂称为算符Â的

逆算符. 如果D(B̂) = R(Â),D(Â) = R(B̂),

B̂Â = 1|R(Â) ÂB̂ = 1R(B)

这里

R(Â) := {Â|ψ〉 : |ψ〉 ∈ D(Â)}

表示Â的值域
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从该定义可以得出, 算符Â最多只能有一个逆. 算符Â的逆记作Â−1. 换句话说, 找到Â的

逆等价于求解方程Â|ψ〉 = |ϕ〉,其中|ϕ〉 ∈ R(A).

判断算符Â有逆的一个准则是:Â是一一映射. 也就是说, Â|ψ〉 = 0 =⇒ |ψ〉 = 0,或者

等价于它是平凡核或者零空间:

Ker (Â) :=
{
|ψ〉 ∈ D(Â) : Â|ψ〉 = 0

}
= {0} (3.2)

如果Â具有有界逆,则称算符Â是可逆的.由于有界算符是定义在H上的,所以除了一一映

射之外,可逆算符Â还必须有:

R(Â) = H (3.3)

条件3.2和3.3确保了A−1的存在,并且A−1定义在H上. 事实上,在一些重要的情况下,

它们足以确保Â确实是可逆的(即A−1是有界的) ,即:

1. 如果Â是闭算符,根据定义3.1.4, A−1也是,因此根据定理3.1.2, A−1是有界的.

2. 如果Â是对称算符,那么根据定理3.1.2A−1也是对称算符.

算符的逆运算有许多常用性质,这里稍微列举一下

性质 3.1.1 (若算符Â, B̂, Ĉ是可逆算符)

1. (ÂB̂Ĉ)−1 = Ĉ−1B̂−1Â−1

2. 若c ∈ C,则有(cÂ)−1 = 1
c Â−1

除了这两个关系外,下列定理在量子散射里比较常用.

定理 3.1.3 Â是可逆算符, B̂是有界算符, 并且满足‖B̂Â−1‖ < 1. 那么定义在D(Â +

B̂) = D(Â)算符Â + B̂是可逆的

这个关系式遵循关系式Â + B̂ = (1 + B̂Â−1)Â

3.1.3 练习题

问题 3.1.1 证明:(ÂB̂)−1 = B̂−1Â−1

问题 3.1.2 若线性算符Â可逆, {|ψk〉}(k = 1, 2, 3, · · · , n)是D(Â)的一组完备集,证明Â|ψk〉(k =

1, 2, · · · , n)在R(Â)中也是一组完备集.



86 CHAPTER 3. 算符理论

问题 3.1.3 (可逆算符的乘积) 证明:若算符Â和B̂都是可逆的,并且B̂是闭算符,则算符B̂Â定

义在D(B̂Â) = D(Â)并且是可逆的,逆算符满足(B̂Â)−1 = Â−1B̂−1

问题 3.1.4 (Neumann级数) 证明满足‖Â‖ < 1的有界算符Â, 级数∑∞
n=0(−Â)n是绝对收

敛的,并且它的逆算符是1 + Â.

(1 + Â)−1 =
∞

∑
n=0

(−Â)n

3.2 自伴算符(厄米算符)和投影算符

3.2.1 自伴算符

在量子力学里自伴算符扮演着核心角色. 本节专门讨论这类算符以及更广泛的对称

算符. 所有的算符都假定定义在稠密的定义域D(Â)上

定义 3.2.1 (自伴算符) Hilbert空间H上有线性算符Â, 若Â是对称的且R(Â + i1) =

H,则Â是自伴算符.

值得注意,条件R(Â + i1) = H等价于方程

(Â + i1)|ψ〉 = |φ〉

对于所有的|φ〉 ∈ H有解.上述定义与通常用的定义不同,但实质上是等价的.这样定

义自伴算符隐藏了我们真正需要的自伴算符性质,并避免了与我们无关的冗长证明.

与上述定义等价的一个常用定义是利用伴算符来定义的.

定义 3.2.2 (伴算符) Hilbert空间H上的算符Â†满足下列关系叫做伴算符:

〈Âϕ|ψ〉 = 〈ϕ|Â†ψ〉 (3.4)

对于所有的|ψ〉 ∈ D(Â)以及对于定义域

D(Â†) := {ϕ ∈ H :对于某些与|ψ〉无关的常数Cϕ, |〈ϕ|Âψ〉| ≤ C|ϕ〉‖|ψ〉‖, ∀|ψ〉 ∈ D(Â)}

中的|ϕ〉都成立

之前我们定义了对称算符3.1.5,这里我们引入一种特殊的对称算符,叫做自伴算符.

定义 3.2.3 若Â† = Â,则算符Â是自伴算符
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根据自伴算符的定义, 每一个自伴算符都是对称算符. 事实上确实如此, 算符Â是自伴算

符当且仅当它是对称的且D(Â) = D(Â†). 但是不是所有的对称算符都是自伴算符, 每

一个自伴算符也不能唯一的扩展到更大的自伴定义域, 后面的章节里会接触这类问题.

接下来我们会说明有界对称算符是自伴算符. 为了说明这一点, 我们先引入一个引

理.

引理 3.2.1 设Â是对称算符. 若存在一些z(Imz > 0)有R(Â− z1) = H,则对于Imz >

0的每一个z都成立.同样的,对于Imz < 0也有相同的结论. 进一步说,若Â是自伴算符,则

对于每个Imz 6= 0的z, Â− z1是可逆的,并且满足估计

‖(Â− z1)−1‖ ≤ 1
|Imz| (3.5)

证明 3.2.1 记z = λ + iµ λ, µ ∈ R.由于Â是对称算符,我们有

‖(Â− z1)|ψ〉‖2 = 〈(Â− z1)ψ|(Â− z1)ψ〉

= 〈(Â− (λ + iµ)1)ψ|(Â− (λ + iµ)1)ψ〉

= 〈(Â− λ1)ψ|(Â− λ1)ψ〉 − iµ〈(Â− λ1)ψ|ψ〉+ iµ〈ψ|(Â− λ1)ψ〉+ µ2〈ψ|ψ〉

= ‖(Â− λ1)|ψ〉‖2 + ‖|µψ〉‖2 ≥ |µ|2‖|ψ〉‖2

(3.6)

因此,若Imz > 0(或者Imz < 0),则Ker (A− z) = 0. 若R(Â− z1) = H,则(Â− z)−1定义

在全体H.进一步说,式子(3.6)意味着(Â− z1)−1是有界的,界由(3.5)确定(如果定义|ϕ〉 :=

(Â − z1)|ψ〉), 所以特别是(Â − z1)是可逆的. 那么根据定理3.1.3, 对于|z′ − z| < ‖(Â −
z1)−1‖−1, Â− z′1 = (Â− z1)+ (z1− z′1)是可逆的.因此如果|z′− z| < |Imz|, A− z′1是

可逆的, 所以我们可以拓展Â− z1的可逆性到全体Imz′ > 0(或者Imz′ < 0)上. 若Â是自

伴的,则R(Â± i = H),因此Â− z1是可逆的且对于z ∈ C满足3.5.

这个引理表示了若Â是自伴的,则对于任意α 6= 0的实数α, β, αÂ + β也是自伴的以及:

Â是自伴算符⇒对于∀Imz 6= 0, (Â− z1)|ψ〉 = |φ〉有唯一的解

下面这个定理显示了对于有界算符,自伴性很容易检验.

定理 3.2.1 若Â是有界对称算符,则Â是自伴算符.

证明 3.2.2 根据引理3.2.1, 足以表明R(Â + iλ1)提供的|λ|足够大. 这等价于对于|φ〉 ∈
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H和这个λ求解方程

(Â + iλ1)|ψ〉 = |φ〉

两边除以iλ得到

(1 + K̂(λ))|ψ〉 = |ϕ〉

其中K̂(λ) = (iλ)−1Â, |ϕ〉 = (iλ)−1|φ〉. 令|λ| > ‖V‖. 则‖K̂(λ)‖ = 1
λ‖Â‖ < 1,我们也推

断出(1 + K̂(λ))是可逆的(习题3.1.4).

下面列举一些自伴算符满足的性质:

(1) (Â†)† = Â

(2) (ÂB̂Ĉ)† = Ĉ†B̂† Â†

(3) (Â + B̂)† = Â† + B̂†

(4) (Â−1)† = (Â†)−1

我们给出上述几条性质的证明

证明 3.2.3

首先是性质1

〈ϕ|Â|ψ〉 = 〈ϕ|Âψ〉

= 〈Âψ|ϕ〉†

= 〈ψ|Â† ϕ〉†

= 〈Â† ϕ|ψ〉 = 〈ψ|(Â†)†|ψ〉

性质2,为了证明这个性质,我们首先需要解释一下诱导伴随映射的概念
不失一般性, 我们考虑三个一般的线性映射Â, B̂, Ĉ,

这三个线性映射分别依次把|ψ〉 ∈ H映射到|ψ′〉 =

Ĉ|ψ〉 ∈ H1, |ψ′′〉 = B̂|ψ′〉 ∈ H2, |ψ′′′〉 = Â|ψ〉 ∈ H3.

在之前左矢量的定义里, 我们知道左矢量构成矢量空

间是由映射〈·|ψ〉, |ψ〉 ∈ H诱导出来的.自然地

H H1 H2 H3

R R R R

Ĉ B̂ Â

Â† B̂† Ĉ† 〈·|·〉

右矢量空间的映射L也可以由内积诱导左矢量空间的伴随映射L†.内积的不变性就要求〈ϕ|ÂB̂Ĉψ〉诱
导〈Â† ϕ|B̂Ĉψ〉. 依次的,可以得到诱导伴随映射的反顺序关系:

(ÂB̂Ĉ)† = Ĉ†B̂† Â†
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性质3的证明非常简单.利用|ψ〉的线性展开即可证明.

最后一个性质4的证明也很显然若(Â−1)† 6= (Â†)−1,则有

(Â−1)† 6= (Â†)−1|ψ〉

这样就得到

Â†(Â−1)†|ψ〉 6= |ψ〉

两边用任意左矢量〈ϕ|作用
〈ϕ|Â†(Â−1)†ψ〉 6= 〈ϕ|ψ〉

利用一下伴算符的定义

〈Â−1Âϕ|ψ〉 = 〈ϕ|ψ〉 6= 〈ϕ|ψ〉

矛盾. 所以( ˆA−1)† = (Â†)−1

3.2.2 投影算符

定义 3.2.4 设H是Hilbert空间. 如果有界算符P̂ ∈ H满足下面条件,则叫做投影算符

P̂2 = P̂

这个关系意味着‖P̂‖ ≤ ‖P̂‖2,所以‖P̂‖ ≥ 1规定了P̂ 6= 0. 我们有

|φ〉 ∈ R(P̂)⇐⇒ P̂|φ〉 = |φ〉 和 |φ〉 ∈ (R(P̂))⊥ ⇐⇒ P̂†|φ〉 = 0 (3.7)

确实, 如果|φ〉 ∈ R(P̂), 则存在|psi〉 ∈ H使得|φ〉 = P̂|ψ〉, 所以P̂|φ〉 = P̂2|ψ〉 = P̂|ψ〉 =
|φ〉.

例 3.2.1 (几个投影算符的例子) (1)

令H = L2(Rn), E是Rn的子集.则

χx∈E : f (x) 7→ χE(x) f (x)

其中

χE(x) :=

{
1 x ∈ E;

0 x /∈ E.



90 CHAPTER 3. 算符理论

是投影

1.2. H是任意的Hilbert空间,且ϕ, ψ ∈ H满足〈ϕ, ψ〉 = 1. 则

φ 7→ 〈ϕ, φ〉ψ

是一个投影

3. 如2里一样,但现在有一个正交归一的基组1{ψi}N
i=1. 则有

ψ 7→
N

∑
i
〈ψi, ψ〉ψi

是一个投影

4. 如上例,只是此时Hilbert空间是H是态空间,同样的设有一组正交归一的基组{|ψk}.
则

|ψ〉 7→∑
k
〈ψk|ψ〉|ψk〉 (3.8)

是一个投影.

由于〈ψk|ψ〉 ∈ C,式子(3.8)可以写成

|ψ〉 7→∑
k
|ψk〉〈ψk|ψ〉

若将|ψk〉〈ψk|看成算符映射

|ψk〉〈ψk| : |ψ〉 7−→ |ψk〉

这表明了算符|ψk〉〈ψk|是一个投影算符P̂ = |ψk〉〈ψk|

定义 3.2.5 1. 如果投影算符P̂有dimR(P̂) = r,则称其秩rank r < ∞

2. 如果投影算符P̂是自伴的,则被称为正交投影算符. 即P̂ = P̂†.

若P̂是正交投影算子,则式子(3.7)意味着

|ψ〉 ⊥ R(P̂)⇐⇒ P̂|ψ〉 = 0

1〈ψi, ψj〉 = δij
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即:Ker(P̂) = R(P̂)⊥2 上面的四个例子中除了第二个例子不是正交投影,其余三个例子都

是正交投影3. 而第二个例子是正交的当且仅当ϕ = ψ

3.2.3 练习题

问题 3.2.1 证明方程3.4定义了D(Â†)上唯一的线性算符

问题 3.2.2 证明自伴算符两种定义3.2.1与3.2.2是等价的.

提提提示示示：利用

引引引理理理 3.2.2 若Â是有界对称算符,则Â是自伴算符.

问题 3.2.3 证明式子(3.7).

问题 3.2.4 证明:

1. 当且仅当|ψ〉 ⊥ R(P̂)时, P̂†|ψ〉 = 0

2. R(P̂)是闭的

3. P̂†也是投影算符

问题 3.2.5 设P̂是正交投影算符. 证明

1. ‖P̂‖ ≤ 1,所以若P̂ 6= 0,则‖P̂‖ = 1;

2. 1− P̂也是正交算符,并且R(1− P̂) ⊥ R(P̂), Ker (1− P̂) = R(P̂);

3. H = R(P̂)⊕Ker P̂

3.3 谱理论

迄今为止我们只在抽象的Hilbert空间中定义了算符, 而我们想要找到算符与实际物

理对应的量是什么.我们希望某些算符对应了某些物理量,这些物理量正好是实验上可以

观测的.我们观测到的结果总是一个以某种概率分布出现的数值. 同时我们看到算符是具

有谱结构的,我们希望算符的谱能对应实际物理的结果.这驱动我们去学习算符的一个重

要特征——谱

2集合S⊥表示与集合S正交的集合.
3特别应该注意|ψk〉〈ψk|是正交投影算符
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3.3.1 算符的谱

定义 3.3.1 HIlbert空间H中算符Â的谱是由下列给定C的子集

σ(Â) := {λ ∈ C : Â− λ1是不可逆的(无有界逆)}

C中算符Â的谱的补集叫做Â的预解集:ρ(Â) := C \ σ(Â). 对于λ ∈ ρ(Â),算符(Â −
λ1)−1是良定义的,叫做Â的预解.

关于算符谱σ(Â)有两个重要的定理

定理 3.3.1 谱σ(Â)是闭集

证明 3.3.1 我们证明了谱的补集ρ(Â) := C/σ(Â),称为预解集,是一个开集.的确,设z ∈
ρ(Â). 则Â− z1是可逆的,因此由于定理3.1.3,若|z′ − z| < ‖(Â− z1)−1‖−1,则Â− z′1 =

(Â− z1)[1 + (z− z′)(Â− z1)−1]

我们看到自伴算符有实数谱.

定理 3.3.2 若Â = Â†,则σ(Â) ⊂ R.

’

证明 3.3.2 由3.2.1显然可知

Â− λ1不可逆的一个熟悉原因是(Â− λ1)|ψ〉 = 0有非零解ψ ∈ D(Â) ⊂ H. 这种情况下,

我们称λ是Â的本征值, |ψ〉称为本征值对应的本征矢量.

定义 3.3.2 算符Â的离散谱是

σd(Â) = {λ ∈ C : λ是Â的有限重孤立本征值}

这里,特征值λ的多重性是指本征空间的维数

Ker (Â− λ1) := {|ψ〉 ∈ H : (Â− λ1)|ψ〉 = 0}

孤立意思是λ的一些邻域与σ(Â)的剩余部分不相交. 其余的谱叫做算符Â的连续谱:

σe(Â) := σ(Â) \ σd Â



3.3. 谱理论 93

定理 3.3.3 (正交性定理) 对应于自伴算符Â不同本征值λ, λ′的两个本征矢相互正交.

也就是说,若Â|ψλ〉 = λ|ψλ〉, Â|ψλ′〉 = λ′|ψλ′〉,则有

〈ψλ|ψλ′〉 = 0 (3.9)

对于自伴算符Â, 集合{Â的特征向量生成空间}和{Â的特征向量生成空间}⊥在定义的意
义上的Â下是不变的,其中

W⊥ := {|ψ〉 ∈ H : 〈ψ|w〉 = 0∀|w〉 ∈W}

定义 3.3.3 Hilbert空间H的子空间W ⊂ H, 若无论何时|w〉 ∈ W ∩ D(Â)有Â|w〉 ∈
W,则W在算符Â下是不变的

3.3.2 算符函数与谱映射定理

我们考虑函数 f在σ(Â)的邻域内解析下的算符函数 f (Â),其中Â是有界算符.

算符函数

定理 3.3.4 设Â是有界自伴算符,则σ(Â) ⊂ [−‖Â‖, ‖Â‖]

证明 3.3.3 若有|z| > ‖Â‖,则‖(Â− z)|ψ〉‖ ≥ (|z| − ‖Â‖)‖|ψ〉‖ > 0 6= 0

设 f (λ)在半径为R的圆域里解析, {λ ∈ C : |λ| < R},其中R > ‖Â‖. 所以 f有泰勒级数

f (λ) =
∞

∑
n=0

anλn

在|λ| < R内收敛. 利用收敛级数定义算符 f (Â)

f (Â) :=
∞

∑
n=0

an Ân (3.10)

在这样的算符函数定义下,举几个常用例子

例 3.3.1 (有界自伴算符的指数形式eÂ) 有界算符的指数形式定义为:

eÂ =
∞

∑
n=0

Ân

n!
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这是绝对收敛的,由于
∞

∑
n=0

‖Ân‖
n!
≤

∞

∑
n=0

‖Â‖n

n!
= e‖A‖ < ∞

例 3.3.2 (Neumann级数) 考虑函数 f (λ) = (λ − z)−1, |z| > ‖Â‖, 在圆域‖Â‖ < R <

|z|(R是圆域半径)内解析,有幂级数展开式

f (λ) = −1
z

1
1− λ

z

= −1
z

∞

∑
k=0

(
λ

z
)k

由式子(3.10)对应的算符定义式是预解式

(Â− z1)−1 = −1
z

∞

∑
k=0

预解式对于预解集里∀z ∈ ρ(Â)C \ σ(Â)是有定义的.事实上, (Â− z1)−1是z ∈ ρ(Â)的算

符值解析函数. 为了见到这一点,我们从下列关系式开始

(Â− z1)−1 = (Â− z01)−1 − (z0 − z)(Â− z0)
−1(Â− z)−1

其中z, z0 ∈ ρ(Â),这个式子很容易证明. 这样就有

(Â− z1)−1 = [1− (z− z0)(Â− z01)−1]−1(Â− z01)−1

若|z− z0| < (‖(Â− z0)−1‖)−1,上式右边第一个逆可以用Neumann级数展开,

(Â− z1)−1 =
∞

∑
k=0

(z− z0)
k(Â− z01)−k−1

这样(Â− z1)−1在∀z0 ∈ ρ(Â)的邻域内解析.

谱映射定理

定理 3.3.5 (谱映射定理) 设Â是一个有界算符, f是在圆域半径R > ‖Â‖上的解析函
数. 若Â|φ〉 = λ|φ〉,则 f (Â)|φ〉 = f (λ)|φ〉

证明 3.3.4 若{ak}是 f幂级数的系数,则

f (Â)|φ〉 =
∞

∑
k=0

ak Âk|φ〉 = (
∞

∑
k=0

akλk)|φ〉 = f (λ)|φ〉



3.3. 谱理论 95

假设 f在σ(Â)邻域内解析.式子3.10可以替换成Riez围道积分形式

f (Â) :=
1

2πi

∮
Γ

f (z)(Â− z1)−1dz (3.11)

其中Γ是C中包围σ(Â)的围道.这里积分可以被理解成下列形式

〈ψ| f (Â)|φ〉 :=
1

2πi

∮
Γ

f (z)〈ψ|(Â− z1)−1|φ〉dz

其中|ψ〉, |φ〉 ∈ H

对于∀|ψ〉, |φ〉 ∈ H, 〈ψ| f (Â)|φ〉唯一的决定算符 f (Â).

类似的公式可以用于无界算符来定义算符函数 f (Â).

若Â是无界自伴算符,且 f是连续有界函数,则有界算符 f (Â)仍然可以有定义.

例 3.3.3 (无界自伴算符Â的指数形式eiÂ) 对于无界自伴算符我们定义指数形式我们通过

有界算符逼近Â来定义指数形式eiÂ,利用有界算符的幂级数展开

eÂ =
∞

∑
n=0

Ân

n!
(3.12)

由于
∞

∑
n=0

‖Ân‖
n!
≤

∞

∑
n=0

‖Â‖n

n!
= e‖Â‖ < ∞

式子(3.12)绝对收敛.

在之前例子3.3.1里我们知道式子3.12对于有界自伴算符Â成立.我们现在把它推广到

无界算符Â. 由于引理3.2.1,算符

Âλ :=
1
2

λ2[(Â + iλ1)−1 + (Â− ıλ1)−1]

是良定义的, 并且对于λ > 0是有界的. 在λ → ∞, Âλ|ψ〉 → Â|ψ〉的意义上算符Âλ逼近

于Â. 为了证明这点,首先记

Âλ = B̂λ Â, B̂λ :=
1
2

iλ[(Â + iλ1)−1 − (Â− iλ1)−1] (3.13)

以及

1− B̂λ =
1
2
[(Â + iλ1)−1 + (Â− iλ1)−1]Â
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利用引理3.2.1,对于∀|φ〉 ∈ D(Â),我们有

‖(1− B̂λ)|φ〉‖ = ‖
1
2
[(Â + iλ1)−1 + (Â− iλ1)−1]Â|φ〉‖

≤ 1
λ
‖Â|φ〉‖ → 0 当 λ→ ∞

由于D(Â)是稠密的, ‖B̂‖ ≤ 1, 当λ → ∞时, 对于∀|φ〉 ∈ H我们有B̂λ → |φ〉. 最后, 对

于∀|ψ〉 ∈ D(Â),令|φ〉 = Â|ψ〉,根据式子(3.13),可以得到

Âλ|ψ〉 → Â|ψ〉 其中 λ→ ∞ 对于∀|ψ〉 ∈ D(Â) (3.14)

由于Âλ是有界的, 我们能利用幂级数来定义指数形式eiÂλ . 接下来证明集合簇{eiÂλ , λ >

0}在下列条件的意义下是柯西序列,对于∀|ψ〉 ∈ D(Â),当λ, λ′ → ∞时

‖(eiλ̂′ − eiÂλ)|ψ〉‖ → 0

为了证明这点,我们将范数内的算符表示为积分导数:

eiÂλ′ − eiÂλ =
∫ 1

0

∂

∂s
eisÂλ′ ei(1−s)Âλ ds

由于Âλ是对称有界的,所以它是自伴算符. 计算上式的范数

‖(eiÂλ′ − eiÂλ)|ψ〉‖ = ‖
∫ 1

0
eisÂλ′ ei(1−s)Âλ i(Âλ′ − Âλ)|ψ〉ds‖

≤
∫ 1

0
‖eisÂλ′ ei(1−s)Âλ i(Âλ′ − Âλ)|ψ〉‖ds

=
∫ 1

0
‖(Âλ − Âλ′)|ψ〉‖ds = ‖(Âλ′ − Âλ)|ψ〉‖

第一步是Minkowski不等式. 由于(3.14),关系式(3.3.3)如下

Cauchy序列(3.3.3)表明了,对于∀|ψ〉 ∈ D(Â),当λ→ ∞时,矢量eiÂλ |ψ〉收敛于Hilbert空

间中的某些元素. 对于|ψ〉 ∈ D(Â)我们能定义

eiÂ|ψ〉 := lim
λ→∞

eiÂλ |ψ〉

我们已经知道对于有界算符Â是显然成立的.所以对于∀|ψ〉 ∈ D(Â)有‖eiÂ|ψ〉‖ ≤ ‖|ψ〉‖,
其中D(Â)在H中稠密.这样由于引理3.2.1,我们能扩展eiÂ的定义到所有的|ψ〉 ∈ H. 这就
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对任意自伴算符Â定义了指数函数eÂ.

我们可以把算符推广到傅里叶变换

定义 3.3.4 (算符的傅里叶变换) 假设Â是自伴算符, f̃ (λ)是傅里叶逆变换函数, f可积,∫
| f (t)|dt < ∞. 若 f是实的,则算符

f̃ (Â) :=
1√
2πh̄

∫ ∞

−∞
f (t)ei Ât

h̄ dt

是有界自伴良定义的.

对于上式我们利用Riez积分(3.11)可以得到

e−iÂt f (Â) =
1
π

∫ ∞

−∞
dλ f (λ)e−iλtIm(Â− λ1− i0)−1

有些书上也叫这个公式为谱定理. 最后介绍一个量子力学里最常用的公式,谱分解公式.

公式 3.3.1 (谱分解) 记量子力学算符量为Â,则有

Â = ∑
k
|ak〉ak〈ak|+

∫
σe

|a〉a〈a|da

3.3.3 习题

问题 3.3.1 证明Null (Â− λ1)是线性空间.

问题 3.3.2 若Â是自伴算符,证明Â不同的本征值的本征矢量相互正交.

问题 3.3.3 设Â是H上的算符,证明:若λ是σ(Â)的一个聚点,则λ ∈ σe(Â)

问题 3.3.4 设Â是自伴算符. 证明

(1) 若W在Â下是不变的,则W⊥也是

(2) Â的本征矢量的生成空间和正交补在Â下是不变的

3.4 可观测力学量

3.4.1 力学量假设

迄今为止我们已经基本建立起了Hilbert空间上右矢量、左矢量、线性算符. 很自然

的会问到, 这样定义的数学对应的物理是什么. 在之前的章节里, 自伴算符满足Â = Â†,
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也就是〈Âϕ|ψ〉 = 〈ϕ|Â†ψ〉 = 〈ϕ|Âψ〉,并且在定理3.3.2中我们知道自伴算符的谱是实数,

而我们实际物理测量得到的值也是实数. 我们构建了右矢量的对偶, 也就是左矢量. 由于

左矢量和右矢量之间存在一一映射,左矢量空间实质上与右矢量空间同构.我们所希望构

建的一个新理论(量子力学)应该在左右矢量之间是对称的,也就是左右矢量满足的运动方

程实质上应该是一样的,力学量在左右矢量之间应该是对称的.这一系列对应性不得不使

我们猜想,量子力学里的力学量可能是自伴算符.

定义 3.4.1 具有可观测效应的物理量叫做力学量

所谓可观测效应是指在实验测量过程中总是能够被观测到的量. 比如动量p, 角动量J, 自

旋4s. 所谓不可观测的物理量是指那些仅仅具有数学意义,而无论设计多么巧妙的实验都

无法观测的量5.

假设 3.4.1 力学量是自伴算符,用符号Â表示,满足

〈Âψ|ψ〉 = 〈ψ|Â†ψ〉 = 〈ψ|Âψ〉

即Â = A†.

由于这个假设, 我们通常在写力学量与态矢量乘积的时候并不区分力学量Â在左矢量上

还是在右矢量上.统一记作〈ψ|Â|ψ〉,力学量Â可以向后乘〈ψ|
−→̂
A |ψ〉也可以向左乘〈ψ|

←−̂
A |ψ〉.

在自伴算符Â的左右矢量对称关系下,很自然的得到左右本征矢量〈a|, |a〉的关系

定理 3.4.1 若|a〉满足Â|a〉 = a|a〉,则〈a|Â = a〈a|

证明 3.4.1 假设Â|a〉 = a|a〉, 〈a|Â = a′〈a|

〈a|Â|a〉 = a′〈a|a〉

〈a|Â|a〉 = a〈a|a〉

上下两式作差

(a− a′)〈a|a〉 = 0

由于〈a|a〉 > 0,得到a = a′,得证

4粒子自旋是一个没有经典力学量对应的力学量,但是我们可以通过观测粒子的磁矩得到自旋值
5例如幺正幺模算符Û,宇称算符P̂,时间反演算符T̂等等,都不可观测.
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在定理3.4.2中我们知道,自伴算符Â的本征矢量是Hilbert空间H里的一组完备基. 若算符

本征值全部在离散谱σd(Â)里,本征矢量满足Parseval等式.

∑
a
|a〉〈a| = 1

其中|a〉是算符Â对应本征值a的本征态,满足Â|a〉 = a|a〉. 实际物理系统中并不是所

有的力学量一定是离散谱,谱的形式实际上取决于系统的边界条件. 对于连续谱而言, 与

离散谱不同的是把求和变成积分∑a 7→
∫

Ω da.在之前(1.11)里,推导了离散形式的Parseval等

式. 这里只需要做上述替换就能得到连续形式的Parseval等式.∫
ω

da|a〉〈a| = 1

对于既有连续谱又有离散谱的力学量,有如下定理

定理 3.4.2 (自伴算符完备性) 设Â是定义在Hilbert空间H稠密定义域上的自伴算符.若Â有

离散谱σd和连续谱σe,则Â存在可以生成Hilbert空间的H正交归一本征基矢组.

∑
a∈σd

|a〉〈a|+
∫

σe

da′|a′〉〈a′| = 1

3.4.2 测量假设

现在我们为自伴算符与可观测量做一些假设.若果量子系统处于力学量Â的本征态|a〉,
对应的本征值为a, 在这个态|a〉下测量Â得到的结果将会是a. 反之, 如果测量力学量Â得

到的结果总是a,那么这个系统所处的态是Â的本征态|a〉.
这里指的注意的是对于力学量Â包含简并的情况,也就是说对于自伴算符Â的某个本

征值a对应有多个本征态|a1〉, |a2〉, · · · , |ak〉. 它们叠加所形成的任意叠加态也是Â的本征

态,并且对应的本征值是a. 假设|ψ〉 = ∑k ck|ak〉

Â|ψ〉 = Â ∑
k

ck|ak〉 = ∑
k

ck Â|ak〉 = a ∑
k

ck|ak〉 = a|ψ〉

由此可以推断,如果有多个态,对于它们测量Â得到的结果总是a,那么对于它们叠加形成

的任何态测量Â任会得到a. 此外由于正交性定理,如果对于两个态测量力学量Â总是分别

得到两个不同的结果a, a′,那么这两个态|a〉, |a′〉相互正交.

当测量某个力学量Â时,测量动作总是会引起量子系统的突变.例如在实验2.4中我们

为了测量电子不得不引入了光,电子与光相互作用破坏了原来的相干性. 物理系统具有连
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续重复性, 如果测量一次力学量Â后立即再次测量一次力学量Â, 第二次测量得到的结果

必定与第一次测量得到的结果一样. 所以在第一次测量完成后第二次测量没有引入不确

定性. 因此第一次测量结束后, 系统处于力学量Â的本征态, 他所属的本征值等于第一次

测量的结果a. 这样我们不禁可以作出假设

假设 3.4.2 (测量) 力学量是自伴算符,测量力学量Â总是导致系统突变到所测量力学量的

本征态|a〉,这个本征态|a〉所属的本征值a是测量的结果

在之前的定理3.4.2中我们知道力学量Â的本征态|a〉可以构成Hilbert空间的一组完备基

底{|a〉}.

∑
a∈σd

|a〉〈a|+
∫

σe

da′|a′〉〈a′| = 1

这样对于任意的态|ψ〉都可以用这一组基底线性表示.

定理 3.4.3 对于任意态|ψ〉,总可以用力学量Â的本征值去展开,用|ak〉标记力学量Â的

离散本征态,用|a〉标记力学量的连续本征态,那么我们有

|ψ〉 = ∑
k
|ak〉〈ak|ψ〉+

∫
a∈σe

|a〉〈a|ψ〉

如果记ck = 〈ak|ψ〉, c(a) = 〈a|ψ〉,则可把上式写成

|ψ〉 = ∑
k

ck|ak〉+
∫

a∈σe

c(a)|a〉da

先考虑离散情况, 若算符Â的谱是离散谱, 对应的本征态也是离散的. 此时任意态用力学

量Â的本征态展开可以写成

|ψ〉 = ∑
k

ck|ak〉

在之前的假设里,对于态|ψ〉测量一次力学量Â得到的是Â的本征值ak,对应的本征态

是|ak〉. 很自然的就会问到:对于任意一个态, 测量完之后是如何从任意态|ψ〉突变到某个
本征态|ak〉里的.任意的一个量子态|ψ〉测量完后就被破坏到力学量的某个本征态,对此可

以制备一个很多个|ψ〉态组成的系综(纯态). 对于这个系综的每一个|ψ〉可以进行一次力学
量Â的测量, 我们将会得到不同个本征值. 对这些本征值进行统计, 可以得到不同本征值

出现的频率次数. 若我们制备的系综足够大(n → ∞)不同本征值ak (k = 1, 2, · · · )出现的
频率将会成为态|ψ〉突变到|ak〉的概率. 类比之前的实验2.1, 很自然的会在假设3.4.2基础

上进行进一步假设
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假设 3.4.3 (测量概率) 对于任意给定的态|ψ〉,测量力学量算符Â得到本征值ak的概率为ak对

应本征态|ak〉系数的模方|ck|2

|ψ〉 = ∑
k

ck|ak〉

|ψ〉 7−→



|a1〉 7−→ a1 7−→概率|c1|2

· · ·

|ak〉 7−→ ak 7−→概率|ck|2

· · ·

|am〉 7−→ am 7−→概率|cm|2

测量力学量Â得到ak的概率:

|〈ak|ψ〉|2 = |ck|2

根据归一化条件:〈ψ|ψ〉 = 1

|c1|2 + |c2|2 + · · ·+ |ck|2 + · · · = 1

在本节最后一点里,我们讨论一下本征值连续的情况. 任意选取一个态|ψ〉,在这个态下测
量力学量Â, Â具有连续的本征值和本征矢量, Â|a〉 = a|a〉,并且有Parseval等式:∫

a∈σe

|a〉〈a|da = 1

这样任意的态|ψ〉可以展开为

|ψ〉 =
∫

a∈σe

|a〉〈a|ψ〉 =
∫

a∈σe

c(a)|a〉

同样的我们可以取另一个任意态.

|ϕ〉 =
∫

a′∈σe

d(a′)|a′〉da′

上面两式内积可以得到

〈ψ|ϕ〉 =
∫∫

a,a′∈σe

c∗(a)d(a′)〈a′|a〉dada′

我们考虑这样的一个单重积分
∫

a′∈σe
d(a′)〈a′|a〉da′,这个积分只有在a 6= a′时不为零,其余

的情况全部是0. 而当a = a′时,如果〈a′|a〉有限,则由于有限非零孤立奇点的积分是0,最终

的积分
∫

a∈σe
d(a′)〈a′|a〉da′ = 0, 〈ψ|ϕ〉 = 0. 此时任意两个态都是正交的,这显然是荒谬的.

为了避免这点,我们只能让〈a′|a〉是一个无穷大来保证这个积分
∫

a∈σe
〈a′|a〉da′有限.

类比δ函数的性质 ∫
x0∈Ω

f (x)δ(x− x0)dx = f (x0)
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似乎要求〈a′|a〉正比与δ函数是合理的.若〈a′|a〉 = δ(a− a′),则积分值

〈ψ|ϕ〉 =
∫∫

a,a′∈σe

c∗(a)d(a′)〈a′|a〉dada′

=
∫∫

a,a′∈σe

c∗(a)d(a′)δ(a− a′)dada′

=
∫

a∈σe

c∗(a)d(a)a

是非零的值. 而要求〈a′|a〉 = δ(a− a′),与我们之前所要求的正交归一化条件相矛盾. 我们

在离散谱里要求的正交归一化条件是〈ai|aj〉 = δij. 这不得不使我们去扩充我们对正交归

一化的定义

定义 3.4.2 (连续谱的归一化) 自伴算符Â的连续谱σe所对应本征矢量|a〉的正交归一
化条件为

〈a′|a〉 = δ(a− a′)

其中δ(a− a′)是δ函数.

连续谱的正交归一化条件意味着连续谱的本征值a对应的本征态|a〉的内积范数‖|a〉‖ =√
〈a|a〉是无穷大的.为了避免这个无穷大矢量长度,我们不得不放宽之前2.3.3里对归一化

的定义.连续谱所对应的态矢量|a〉归一化条件被扩充成∫
a′∈σe

〈a′|a〉da′ = 1

这样就建立起了力学量与物理测量之间的联系

3.4.3 统计学解释

在经典力学中, 对于任意特定状态|ψ〉的系统E, 测量一次力学量总能得到一个值, 并

且这个值是实的. 在之前构建的数学里, 任意选取一个力学量和两个态|ψ〉, |ϕ〉, 我们知
道〈ϕ|Â|ψ〉是一个复数,这个数与实际测量值并不是十分类似:

1. 〈ϕ|Â|ψ〉与两个态有关,但实际测量值只与一个态有关

2. 不是实数
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3. 〈ϕ|Â|ψ〉包含一个模为1的不确定因子

|ψ〉 7−→ eiφ1 |ψ〉

|ϕ〉 7−→ eiφ2 |ϕ〉

〈ϕ|Â|ψ〉 7−→ ei(φ1−φ2)〈ϕ|Â|ψ〉

若我们取〈ϕ| = 〈ψ|, 上面这三个问题自动消除掉. 此时得到的数〈ψ|Â|ψ〉是实数, 并且

若|ψ〉满足归一化条件,它唯一的被确定下来.

在章节3.4.2里,我们知道对于|ψ〉态,测量力学量Â得到的结果必定是Â的一系列本征

值中的某一个,至于是哪一个则是以一定概率出现的,概率值则是|ψ〉展开系数的模方|ck|2(这

里|ψ〉已经归一化了).利用这一点我们可以计算得到

〈ψ|Â|ψ〉 = ∑
i,j
〈ψi|c∗i Âcj|ψj〉

= ∑
i,j

c∗i cjaj〈ψi|ψj〉

= ∑
i,j

c∗i cjajδij = ∑
i
|ci|2ai

从这一点可以看到〈ψ|Â|ψ〉的是算符Â的各个本征值的加权平均, 其权重正好是|ψ〉态的
展开系数模方|ci|2. 对于单个|ψ〉单纯谈论〈ψ|Â|ψ〉是没有意义的,因为测量后的结果必定

是Â的某个本征值,测量后的态一定会被破坏到本征值对应的本征态.为了解释〈ψ|Â|ψ〉这
个值,不得不引入系综,这样得到一个自然的结论

定理 3.4.4 (平均值) 对于处于|ψ〉态的纯态系综(|ψ〉满足归一化条件),测量力学量Â足

够多次, 那么所得全部结果的平均值是〈ψ|Â|ψ〉. 若|ψ〉不是归一化的, 则测量结果的平均

值正比于〈ψ|Â|ψ〉

我们接下来讨论两个力学量Â, B̂在平均值意义下的关系.

预先给定的两个力学量Â, B̂,我们用符号〈Â〉, 〈B̂〉分别去表示Â, B̂的平均值. 对于Â +

B̂,很容易得到〈Â + B̂〉 = 〈Â〉+ 〈B̂〉;而对于ÂB̂,一般而言〈ÂB̂〉 6= 〈Â〉〈B̂〉.

〈ÂB̂〉 = ∑
i,j
〈ψ|Â|ai〉〈bj|B̂|ψ〉

= ∑
ij

aibj〈ψ|ai〉〈bj|ψ〉
(3.15)

〈Â〉〈B̂〉 = ∑
ij
〈ψ|Â|ai〉〈ai|bj〉〈bj|B̂|ψ〉

= ∑
ij

aibj〈ψ|ai〉〈ai|bj〉〈bj|ψ〉
(3.16)
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式(3.15)与(3.16)作差6,合并指标可以得到

〈ÂB̂〉 − 〈Â〉〈B̂〉 = ∑
ij

aibj〈ψ|ai〉〈bj|ψ〉(〈ai|bj〉 − 〈ai|ψ〉〈ψ|bj〉) 6= 0

可以看出〈ÂB̂〉 6= 〈Â〉〈B̂〉. 类比数学统计里āb 6= āb̄,把〈ψ|Â|ψ〉定义成算符Â的平均值在

数学上也是合理的

3.4.4 力学量的相容性

在讨论两个力学量相容性之前,我们先考虑一个新的概念,叫做共同本征态.

一个物理测量对于某一特定的态有一个特定的值的说法, 在量子力学里只有在本征

态的情况下才是允许的. 对于两个力学量Â, B̂, 也是可以存在这样的一个特定态, 这个特

定态使得这两个力学量总是有特定的值.

定义 3.4.3 若对于态|ab〉,力学量Â, B̂满足

Â|ab〉 = a|ab〉

B̂|ab〉 = b|ab〉

则称|ab〉为力学量Â, B̂的共同本征态

这意味着, 对于共同本征态而言, 测量力学量Â, B̂无论是谁先测量亦或是谁后测量, 最终

得到的值必定是两个力学量对应的本征值的乘积. 本征值的乘积与先后顺序无关,也就是

说在共同本征态的条件下,力学量Â, B̂之间的测量顺序没有引入不确定性.

我们定义对易子[Â, B̂] = ÂB̂− B̂Â. 很显然有如下结论

推论 3.4.1 若两个力学量Â, B̂满足[Â, B̂] = 0,则共同本征态一定存在

证明 3.4.2 假设自伴算符Â, B̂存在共同本征态|ab〉,使得

Â|ab〉 = a|ab〉

B̂|ab〉 = b|ab〉

则有

ÂB̂|ab〉 = Âb|ab〉 = ab|ab〉 = ba|ab〉 = B̂Â|ab〉

6上述方程一步使用了Parseval等式∑i |ai〉〈ai| = 1, ∑ j|bj〉〈bj| = 1
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或者写成

(ÂB̂− B̂Â)|ab〉 = [Â, B̂]|ab〉 = 0

若[Â, B̂] 6= 0,则上述方程必定只能存在零解,而我们要求量子态的范数‖|ab〉‖ > 0. 所以

只有[Â, B̂] = 0上述方程才存在非零解. 得证.

值得注意,若两个力学量Â, B̂不对易,则共同本征态也可能存在,但这是非常少见的情况7.

对于一般的态|ψ〉而言ÂB̂|ψ〉 6= B̂Â|ψ〉, 原因在于我们对Â进行一次测量时破坏原来的

态|ψ〉至Â的某个本征态|ai〉,而|ai〉不属于B̂的本征态集{|bj〉}. 当我们再一次测量时,将会

破坏|ai〉至某一个|bj〉. 而这个过程存在不确定性.

这就是说, 若两个力学量Â, B̂相互对易, 则这两个力学量可以同时具有确定值(本征

值). 若Â, B̂相互不对易,则一般来说这两个力学量不能同时有确定值8.

我们现在考虑一个实际的问题, 如何求解共同本征态. 这个问题分为两个情况考虑,

先设[Â, B̂] = 0且有

Â|an〉 = an|an〉

(1) 先设Ân的本征态不存在简并. 由于[Â, B̂] = 0

Â(|B̂|an〉) = B̂Â|an〉 = anB̂|an〉

也就是说B̂|an〉也是Â|a〉的本征态, 本征值为an, 但是Â不简并, 所以B̂|an〉与|an〉必须
是线性相关的,最多只能差一个常数因子,记作bn

B̂|an〉 = bn|an〉

这样|an〉就已经是Â和B̂的共同本征态,为了方便记作|anbn〉,本征值分别是an和bn.

(2) 再设Ân有 fn重简并, fn重简并态的集合构成的 fn维子空间记作E′

Â|anα〉 = an|anα〉 (α = 1, 2, . . . , fn)

假设{|anα〉}已经正交归一化,则{|anα〉}, (α = 1, 2, . . . , fn)构成E′的一组基底.但|anα〉并
不一定就是B̂的本征态. 考虑到

ÂB̂|anα〉 = B̂Â|anα〉 = anB̂|anα〉
7例如角动量算符l̂x与l̂y不对易, [l̂x, l̂y] = ih̄l̂z,但|0〉是l̂x, l̂y的共同本征态,本征值为0
8对于一些特例〈[Â, B̂]〉 = 0的情况可能存在个别的共同本征态,但这些共同的本征态并不完备,这点将在

下节解释
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也就是说B̂|anα〉仍为Â的本征态,本征值为an. 因此B̂|anα〉可表示为

B̂|anα〉 =
fn

∑
α′=1

bα′α|anα′〉

其中bα′α = 〈anα′ |anα〉可以看出,一般来说, |anα〉还不是B̂的本征态,但我们可以对α =

0, 1, . . . , fn这些简并本征态进行叠加,叠加后的矢量|ab〉表示为

|ab〉 =
fn

∑
α=1

cα|anα〉

显然

Â|ab〉 =
fn

∑
α=1

cα Â|anα〉 =
fn

∑
α=1

cαan|anα〉 = an|ab〉

即|ab〉仍然是Â的本征态,而且对应的本征值为an. 我们现在假设|ab〉是B̂的本征态

B̂|ab〉 =
fn

∑
α=1

cαB̂|anα〉 =
fn

∑
α′,α=1

cnbα′α|anα′〉

而我们假设了

B̂|ab〉 = b|ab〉 = b
fn

∑
α′=1

cα′ |anα′〉

比较上式得
fn

∑
α=1

cαbα′α = bcα′

利用Kroneck记号可以写成

fn

∑
α=1

(bα′α − bδα′α)cα = 0 (3.17)

左边是 fn × fn的行列式,这是关于b的 fn次代数方程,只需要求解这 fn次代数方程的根

即可9. 这 fn个根分别记作bβ(β = 1, 2, . . . , fn).

(i) 若bβ无重根, 把每个根bβ代入(3.17)里可以计算出一组cβα, (α =, 1, 2, . . . , fn). 这

9由于B̂† = B̂,所以Bα′α = B∗αα′ ,再利用有限群表示,可以证明这 fn次代数方程的根是存在的
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样就可以得到组合共同本征态

|anbβ〉 =
fn

∑
α=1

cβα|anα〉

这样的共同本征态一共有 fn个(β = 1, 2, . . . , fn)

Â|anbβ〉 = an|anbβ〉

B̂|anbβ〉 = bn|anbβ〉 (β = 1, 2, . . . , fn)

此时共同本征态将Â的简并完全解除.

(ii) 若bβ有重根, 则简并还没有完全解除. 此时可以寻找与Â, B̂都对易的另外力学

量Ĉ, · · · , 求这一组力学量(Â, B̂, Ĉ)的共同本征态, 直到简并态完全可以标记清

楚为止.

定义 3.4.4 (完全集) 设有一组彼此独立而且相互对易的自伴算符集合X = {Â, B̂, . . . },
它们的共同本征态记作|α〉, ξ表示一组共同的量子数(a, b, . . . ). 若给定一组量子数α =

a, b, . . .后, 就能确定体系的唯一一个可能状态, 则我们称力学量集合X为对易力学量完全

集

力学量的完全集的共同本征态完全的解除掉了简并, 任何一个共同本征态都被标定上了

不同的量子数. 力学量本征态的集合构成H的一组完备基底. 按照态叠加原理, 系统的任

何一个状态|ψ〉均可以用系统的任何一个力学量完全集|α〉来展开

|ψ〉 = ∑
α

cα|α〉

利用正交性,很容易得到展开系数cα = 〈ψ|α〉. |cα|2表示在|ψ〉态下,测量力学量Â得到aα的

概率. 这点在上一节统计解释里表述了. 对于连续情况, 则∑α 7−→
∫

dα, 相应的展开系数

模方代表概率密度.

3.4.5 不确定关系

假设系统出于力学量Â的本征态,则对它测量Â时,将得到一个确切值,并不会出现任

何不确定性(涨落). 很自然的就会思考,在这个量子态下去测量另一个力学量B̂,是否也能

得到一个确定的值?
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定理 3.4.5 (海森堡不确定性)

记∆A =
√
〈(Â− 〈Â〉)2〉, ∆B =

√
〈(B̂− 〈B̂〉)2〉,则有下列不等式

∆A∆B ≥ 1
2
|〈[Â, B̂]〉|

证明 3.4.3 (方法一) 记∆Â = Â− 〈Â〉, ∆B̂ = B̂− 〈B̂〉

则有[∆Â, ∆B̂] = [Â− 〈Â〉, B̂− 〈B̂〉] = [Â, B̂]

∆A =
√
〈(Â− 〈Â〉)2〉

=
√
〈ψ|(∆Â)2|ψ〉

=
√
〈∆Âψ|∆Âψ〉

= ‖|∆Âψ〉‖

(3.18)

∆B =
√
〈(B̂− 〈B̂〉)2〉

=
√
〈ψ|(∆B̂)2|ψ〉

=
√
〈∆B̂ψ|∆B̂ψ〉

= ‖|∆B̂ψ〉‖

(3.19)

上式(3.18)与(3.19)相乘

∆A∆B = ‖|∆Âψ〉‖‖|∆B̂ψ〉‖

≥ |〈∆Âψ|∆B̂ψ〉| ≥ |Im〈∆Âψ|∆B̂ψ〉|

= | 〈∆Âψ|∆B̂ψ〉 − 〈∆B̂ψ|∆Âψ〉
2i

| = |〈ψ|[∆Â, ∆B̂]|ψ〉|
2

=
|〈[Â, B̂]〉|

2

海森堡不确定性关系:∆A∆B ≥ |〈[Â,B̂]〉|
2 ,得证

证明 3.4.4 (方法二) 考虑这样一个关于ξ ∈ R的函数I(ξ):

I(ξ) = 〈(ξ Â + iB̂)ψ|(ξ Â + iB̂)ψ〉

= ξ2〈Âψ|Âψ〉+ iξ〈Âψ|B̂ψ〉 − iξ〈B̂ψ|Âψ〉+ 〈B̂ψ|B̂ψ〉

= ξ2〈ψ|Â2|ψ〉+ iξ〈ψ|[Â, B̂]|ψ〉+ 〈ψ|B̂2|ψ〉

我们引入新的自伴算符Ĉ

Ĉ = i[B̂, Â]

显然这个算符的平均值〈Ĉ〉在任何情况下都是实数

〈Ĉ〉∗ = −i〈[B̂, Â]〉∗ = −i〈B̂ψ|Âψ〉∗ + i〈Âψ|B̂ψ〉∗ = i(〈B̂ψ|Âψ〉 − 〈Âψ|B̂ψ〉) = 〈Ĉ〉
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这样I(ξ)可以表示为

I(ξ) = ξ2〈Â2〉 − ξ〈Ĉ〉+ 〈B̂2〉 (3.20)

在之前的态矢量的正定性假设(2.25)里可以得到,对于任意ξ, I(ξ) = 〈(ξ Â+ iB̂)ψ|(ξ Â+

iB̂)ψ〉 ≥ 0. 所以在(3.20)里有判别式∆ ≤ 0

〈Ĉ〉2 − 4〈Â2〉〈B̂2〉 ≤ 0

所以得到

〈Â2〉〈B̂2〉 ≥ 〈Ĉ〉
2

4

由于这个等式对于任意自伴算符Â, B̂都成立,取Â, B̂为∆Â, ∆B̂. 得到√
〈∆Â2〉〈∆B̂2〉 ≥ |〈i[∆Â, ∆B̂]〉|

2
=
|〈[Â, B̂]〉|

2

这就是两个力学量涨落应该满足的关系. 从不确定关系3.4.5可以看出,若两力学量Â, B̂不

对易, 则一般说来, ∆Â与∆B̂不能同时为零, 即Â与B̂不能同时有确定的测量值(〈[Â, B̂]〉 =
0可能是例外),或者说它们不能有共同的本征态.

反之, 若两个自伴算符Â, B̂对易, 即[Â, B̂] = 0, 则可以找到这样的态, 使得∆Â =

0和∆B̂ = 0同时满足,也就是可以求出它们的共同本征态.

3.4.6 习题

问题 3.4.1 如果两个力学量有共同本征态,则它们是否对易?

问题 3.4.2 若两个力学量不对易,是否它们一定没有共同本征态?

问题 3.4.3 若两个自伴算符对易,是否在所有态下它们都同时具有确定的值?

3.5 算符对易关系

这里我们先对算符的运算做一个总结

1. 线性算符的和算符Â, B̂的和记作为(Â + B̂),定义为

(Â + B̂)|ψ〉 = Â|ψ〉+ B̂|ψ〉

|ψ〉是任意态矢量.
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算符加法满足交换律和结合律

Â + B̂ = B̂ + Â

Â + (B̂ + Ĉ) = (Â + B̂) + Ĉ

算符之和仍为线性算符.

2. 算符的乘积算符Â, B̂的乘积记作ÂB̂,定义为

(ÂB̂)|ψ〉 = Â(B̂|ψ〉)

即ÂB̂对任意态的运算结果等于先用B̂运算得B̂|ψ〉, 然后用Â对(B̂|ψ〉)运算得到的结
果.一般来说算符的乘积不满足交换律,即

ÂB̂ 6= B̂Â

这里是算符运算规则与数的运算规则唯一不同之处.

在实际量子力学计算中经常会遇到ÂB̂− B̂Â的形式,为了方便起见,我们引入对易符

号[·, ·]. [·, ·]表示g× g 7→ g的映射,这里g表示算符构成的线性空间g.

量子力学里对于算符Â, B̂我们定义

[Â, B̂] = ÂB̂− B̂Â

这样定义后的量子力学算符实际上构成了李代数.

定义 3.5.1 (有限维实(复)李代数) 具有映射[·, ·] : g × g 7→ g的有限维实(复)线性空

间g叫做有限维实(复)李代数, 其中映射[·, ·]对于线性空间的元素Â1, Â2, · · · , Ân满足下列

三个性质:

1. [·, ·]是双线性映射

2. [·, ·]满足反对称性:[Âi, Âj] = −[Âj, Âi]对于所有的Âi, Âj ∈ g都成立.

3. 对于所有的Âi, Âj, Âk ∈ g满足雅克比恒等式:

[Âi, [Âj, Âk]] + [Âj, [Âk, Âi]] + [Âk, [Âi, Âj]] = 0

量子力学列定义的[Â, B̂] = ÂB̂− B̂Â不难验证有下列一系列的性质:
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1. [Â, B̂] = −[B̂, Â]

2. [Â, Â] = 0

3. [Â, c] = 0 (c ∈ C)

4. [Â, B̂ + Ĉ] = [Â, B̂] + [Â, Ĉ]

5. [Â, B̂Ĉ] = B̂[Â, Ĉ] + [Â, B̂]Ĉ

6. [ÂB̂, Ĉ] = Â[B̂, Ĉ] + [Â, Ĉ]B̂

7. [Â, [B̂, Ĉ]] + [B̂, [Ĉ, Â]] + [Ĉ, [Â, B̂]] = 0

量子力学里的算符实质上构成了李代数, 而量子对易关系正是一种李乘法[·, ·]. 这里我们
介绍一个李代数里常用的公式

公式 3.5.1 (Baker-Campbell-Hausdorff公式) 如果线性算符Â, B̂以及它们的对易Ĉ = [Â, B̂]满

足

[Â, Ĉ] = [B̂, Ĉ] = 0

则有

eÂ+B̂ = eÂeB̂e−
1
2 Ĉ

证明 3.5.1 由于[Â, B̂] = Ĉ, [Â, Ĉ] = [B̂, Ĉ] = 0

所以Â, B̂, Ĉ构成的一个3维李代数.

定义单参数t的算符函数F̂(t)

F̂(t) = et(Â+B̂)

由于Â, B̂, Ĉ构成完备的代数空间,所以F̂(t)一定可以表示为

F̂(t) = ex(t)Âey(t)B̂ez(t)Ĉ (3.21)

其中x(t), y(t), z(t)满足初始条件

x(0) = y(0) = z(0) = 0

我们有
dF̂(t)

dt
= (Â + B̂)F̂(t)
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由于方程(3.21),又有

dF̂(t)
dt

= (Â + B̂)F̂(t)

=

(
dx
dt

Â +
dy
dt

ex(t)ÂB̂e−x(t)Â +
dz
dt

[Â, B̂]
)

F̂(t)

=

(
dx
dt

Â +
dy
dt

(B̂ + x(t)Ĉ) +
dz
dt

Ĉ
)

F̂(t)

=

(
dx
dt

Â +
dy
dt

B̂ + (
dz
dt

+
dy
dt

x)Ĉ
)

F̂(t)

比较两式得到

dx
dt

= 1

dy
dt

= 1

dz
dt

+
dy
dt

x = 0

求得

x(t) = t

y(t) = t

z(t) = − t2

2

令t = 1即得所证

除了构造算符函数以外,还可以直接利用算符函数的泰勒展开去证明,留作练习

除了Baker-Campbell-Hausdorff公式外量子力学里还常用这样的一个展开式

公式 3.5.2 Â, B̂是量子力学算符,则有下列关系式

eÂB̂e−Â = B̂ + [Â, B̂] +
1
2!
[Â, [Â, B̂]] +

1
3!
[Â, [Â, [Â, B̂]]] + · · · (3.22)

证证证明明明 3.5.2 构造单参数算符函数F̂(t) = etÂB̂e−tÂ
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则有

dF̂(t)
dt

= etÂ[Â, B̂]e−tÂ

d2F̂(t)
dt2 = etÂ[Â, [Â, B̂]]e−tÂ

· · · · · ·

所以得到F̂(t)的Taylor展开:

F̂(t) = etÂB̂e−tÂ =
∞

∑
k=0

1
k!

(
dk F̂(t)

dtk

)∣∣∣∣∣
t=0

tk =
∞

∑
k=0

1
k!
[Â, [Â, · · · , [Â, B̂]]]tk

取t = 1即得证

最后介绍一个在散射问题里求解格林函数常用的公式:

公式 3.5.3

(Â + B̂)−1 = Â−1 − Â−1B̂(Â + B̂)−1

证明留给读者

3.5.1 习题

问题 3.5.1 利用泰勒展开证明Baker-Campbell-Hausdorff公式3.5.1.

问题 3.5.2 证明下列公式

[Â, B̂Ĉ] = B̂[Â, Ĉ] + [Â, B̂]Ĉ

[ÂB̂, Ĉ] = Â[B̂, Ĉ] + [Â, Ĉ]B̂

问题 3.5.3 若算符B̂与算符[Â, B̂]对易,证明:

[Â, B̂n] = nB̂n−1[Â, B̂]

问题 3.5.4 已知[Â, B̂] = c, c ∈ C,证明

[Âm, B̂n] =
∞

∑
k=1

m!n!
k!(m− k)!(n− k)!

ck Âm−kB̂n−k
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Chapter 4

量子化与表象

到现在为止我们建立起了一套完整的描述量子力学的数学工具, 描述系统状态的是

态矢量, 描述系统力学量的是自伴算符, 测量对应的是力学量的本征值和本征态, 测量概

率对应的是叠加态展开系数模方. 自然地就会好奇为什么要去建立这样的一套数学,从经

典力学是如何过渡到量子力学的.这节主要讲述经典力学与量子力学的联系.

4.1 基本量子化条件

在经典力学里描述s自由度系统的力学量是哈密顿H = H(qα, pα, t),任意力学量都是

广义坐标qα和广义动量pα的函数, 其中α = 1, 2, . . . , s. 在经典力学里两个力学量 f , g之间

满足的Poisson括号2.18被定义为

{ f , g} =
s

∑
k=1

(
∂ f
∂qk

∂g
∂pk
− ∂ f

∂pk

∂g
qk

)

这样就得到广义动量与广义坐标之间的Poisson括号表示为

{qi, pj} = δij

在经典力学里,任意力学量 f都可以写成广义坐标和广义动量的函数形式

f = f (qi, pj, t)

因此, 任意在经典力学里两个力学量的Poisson括号最终都可以化简成广义坐标qi与广义

动量pj的Poisson括号. 此外Poisson括号满足的代数关系与量子对易括号的代数关系一

115
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样, 实质上是李乘法的一种形式. 这使得我们去猜想如果把经典力学量的Poisson括号改

写成量子对易括号,是否可以从经典力学过度到量子力学呢? 答案是肯定的.这个过程叫

做量子化过程,但是如何量子化,以及采取哪种量子化方案则是复杂的.

我们现在尝试引入量子Poisson括号,从经典Poisson括号可以类比,我们假设量子Poisson括

号满足经典力学Poisson括号的一系列条件:

性质 4.1.1 (1) 反对称性

{u, v} = −{v, u}

(2) 与常数的括号为0

{u, c} = 0, c为常数

(3) 分配律(线性性)

{u1 + u2, v} = {u1, v}+ {u2, v}

{u, v1 + v2} = {u, v1}+ {u, v2}

(4) 乘积法则

{u1u2, v} = u1{u2, v}+ {u1, v}u2

{v, u1u2} = u1{v, u2}+ {v, u1}u2

(5) 微分法则
∂

∂t
{u, v} = {∂u

∂t
, v}+ {u,

∂v
∂t
}

(6) 雅克比恒等式(Jaccobi identity)

{u, {v, w}}+ {v, {w, u}}+ {w, {u, v}} = 0

我们要求方程组4第一式中的因子u1和u2的次序在整个方程中保持不变,方程组4第二式

中的v1, v2也有同样的要求.这些条件已经足以唯一的确定量子Poisson括号形式. 我们用

两种不同的顺序去计算[u1u2, v1v2]

{u1u2, v1v2} = {u1, v1v2}u2 + u1{u2, v1v2}

= ({u1, v1}v2 + v1{u1, v2}) u2 + u1 ({u2, v1}v2 + v1{u2, v2})

= {u1, v1}v2u2 + v1{u1, v2}u2 + u1{u2, v1}v2 + u1v1{u2, v2}
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以及

{u1u2, v1v2} = {u1u2, v1}v2 + v1{u1u2, v2}

= {u1, v1}u2v2 + u1{u2, v1}v2 + v1{u1, v2}u2 + v1u1{u2, v2}

令上面两式子相等,得到

{u1, v1}(u2v2 − v2u2) = (u1v1 − v1u1){u2, v2}

由于u1, v1独立于u2, v2. 所以必然有

u1v1 − v1u1 = ih̄{u1, v1}

u2v2 − v2u2 = ih̄{u2, v2}

h̄必然与u1, v1, u2, v2都无关, 并且与它们都对易, 这就表明了h̄仅仅只是一个常数. 由于

我们知道在经典力学中我们知道两个力学量的Poisson括号的运算结果必定是一个实力

学量,所以对上式两边同时取Hermite共轭可知h̄之前添加一个纯虚单位i是物理上所要求

的.

这样我们就可以定义量子Poisson括号:

[Â, B̂] = ÂB̂− B̂Â

由上面的推导可以知道,量子Poisson括号正是我们之前为了简化运算所定义的对易括号.

同时我们得到量子对易括号与Poisson括号的关系:

[Â, B̂] = ıh̄{A, B} (4.1)

在之前的篇幅里我们已经验证了上述对易括号确实与经典Poisson括号满足完全一样的

代数关系. 现在寻找量子化条件的问题,简化成了在量子力学中确定Poisson括号的问题.

在提出一个新理论的时候,我们往往优先关注的是与经典理论有对应的物理量.最简单的

量子对易括号就是正则坐标与正则动量.

[q̂α, p̂β] = ih̄{qα, pβ} = ih̄δα,β



118 CHAPTER 4. 量子化与表象

依次可以计算出下列关系

[q̂α, p̂β] = ih̄δα,β [q̂α, q̂β] = 0 [ p̂α, p̂β] = 0 (4.2)

这个一组关系叫做基本量子条件. 它表示了正则坐标与正则动量的非对易性,由于任何与

经典有对应的力学量都可以写成qα, pα的函数,所以只要知道正则坐标与正则动量之间的

对易关系即可得到任何有经典对应力学量之间的对易关系. 但有些没有非经典力学对应

的量则需要从另外的角度去寻找量子化条件,例如自旋.

经典力学里利用Poisson括号定义两个正则力学量ξ, η. 与经典力学类似,量子力学里

我们也利用量子Poisson括号来定义正则力学量ξ̂, η̂.

定义 4.1.1 (正则力学量) 若两个力学量ξ, η满足[ξ̂, η̂] = ih̄,则称ξ̂, η̂为正则力学量.

从经典Poisson括号与量子Poisson括号的关系(4.1)和基本量子条件(4.2)的角度来看这个

定义是非常自然地. 首先我们知道两个经典正则力学量ξ, η之间满足

ξ, η = 1

而正则量子力学量ξ̂, η̂与经典力学量ξ, η之间的对应关系

[ξ̂, η̂] = ih̄{ξ, η} = ih̄

这样就很自然的得到上面这个量子正则力学量的定义.

4.2 一次量子化

从上一节的描述中可以看出, 对于有经典对应的系统, 若是想找到量子化表述, 只要

写出这个系统的经典表述,例如哈密顿函数H(pα, qα, t),然后将正则坐标与正则动量写成

正则量子力学对易算符q̂α p̂α:

qα, pα 7−→ q̂α, p̂α

其中经典正则量与量子力学正则量之间满足:

{qα, pβ} = δαβ 7−→ [q̂α, p̂β] = ıh̄δαβ

我们把这个过程叫做一次量子化. 总结一下,可以列成下表在经典力学中,系统所有其他

的物理量A都可以表示为正则坐标qα和正则坐标qα的函数A(qα, pα),所以很容易写出这些
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对象 经典力学 量子力学

状态空间 R3 ×R3, Poisson括号 H,对易括号
力学量 实变函数 自伴算符

测量 决定性 概率性

特征函数 哈密顿函数H(qα, pα, t) 哈密顿算符Ĥ(q̂α, p̂α, t)
正则坐标 qα, pα的函数 q̂α, p̂α的函数

表 4.1: 经典力学与量子力学

物理量在量子力学中的算符. 只要将qα, pα换成q̂α, p̂α即可得到量子力学算符Â(q̂α, p̂α). 例

如角动量算符l̂ = r̂× p̂

例 4.2.1 (角动量算符) 在笛卡尔系1中角动量算符定义为l̂ = r̂× p̂. 我们知道笛卡尔系中

位置矢量2可以展开成r̂ = x̂ex + ŷey + ẑez, 同样的动量可以展开成p̂ = p̂xex + p̂yey +

p̂zez.

所以角动量算符可以展开3成

l̂ = l̂xex + l̂yey + l̂zez

其中l̂x, l̂y, l̂z分别为

l̂x = ŷ p̂z − ẑ p̂y, l̂y = ẑ p̂x − x̂ p̂z, l̂z = x̂ p̂y − ŷ p̂x

利用Levi-Civita张量可以统一写成:

l̂k = ε ijk x̂i p̂j

很自然我们也能计算出角动量之间满足的对易关系:

[l̂i, l̂j] = ih̄ε ijk l̂k

然而这样得出的算符不一定对. 其一,这样直接代换构造的量子力学量算符不一定是自伴

算符,其二,量子力学量算符是非对易性的,不同的次序会造成不同的结果.为此我们需要

采取一种标准化量子化规则. 目前有两种对应的量子化规则,一种叫做Bohm规则,一种叫

1本书规定,在笛卡尔系中的坐标我们一律用x, y, z表示,而普遍的坐标我们规定用qi, (i = 1, 2, 3)表示
2我们把形如Â = Âxex + Âyey + Âzez这样的算符叫做矢量算符. 矢量算符满足线性展开性:Â|ψ〉 =

Âx|ψ〉ex + Ây|ψ〉ey + Âz|ψ〉ez
3展开时注意算符顺序
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做Weyl规则. 这两种规则正确性目前尚无定论,因为判断所得到的力学量是否正确,需要

用实验来判断.

定理 4.2.1 (Bohm规则) 将力学量的经典形式A(q, p)写成q和p的多项式,每一项写成 f (q)g(p)形

式,则这一项相应算符表示规定为

1
2
( f (q̂)g( p̂) + g( p̂) f (q̂))

例如经典力学量x̂ p̂对应的量子算符为 1
2 (x̂ p̂ + p̂x̂). 这一规则所得结果的唯一性和厄米性

是明显的.

定理 4.2.2 (Weyl规则) 将力学量经典表示A(q, p)写成以ξ, η为变量的傅里叶积分

A(q, p) =
∫∫

R2
a(ξ, η)eiξq+iηpdξdη

然后将积分中指数上的q, p改写成对应算符q̂, p̂. 所得结果即为与A(q, p)对应的力学量算

符Â(q̂, p̂).

Â(q̂, p̂) =
∫∫

R2
a(ξ, η)eiξ q̂+iη p̂dξdη

4.2.1 习题

问题 4.2.1 利用Levi-Civita张量计算

1. p̂ · l̂ = 0 q̂ · l̂ = 0

2. [l̂, q̂ · p̂] = 0

3. l̂2 = q̂2 p̂2 − (q̂ · p̂)( p̂ · q̂)− 2ih̄q̂ · p̂

问题 4.2.2 利用Bohm规则和Weyl规则计算q3 p的量子算符表示形式.

4.3 表象理论

在之前的理论里,我们进行的所有计算都在抽象的代数空间里.但是物理需要的并不

是这种抽象代数关系, 而是具体的计算值. 比如计算两个力学量算符x̂ p̂的乘积, 到目前为

止, 我们还无能为力. 因为我们尚不知x̂和p̂算符具体的形式, 也不知道算符的乘法具体是

如何进行的,我们只知道一个抽象的乘法定义:

ÂB̂|ψ〉 = Â(B̂|ψ〉)
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对于矩阵乘法我们是非常熟悉的,而矩阵正好满足量子力学所需要的线性关系. 这样

我们企图构建态矢量、力学量与向量、矩阵之间的同构关系. 通过这种同构关系,将抽象

的算符与态矢量转化成我们熟悉的矩阵运算. 本节主要目的就是解决如何找到矩阵表示

以及不同矩阵表示之间联系的问题

4.3.1 量子态的表象

我们首先从坐标变换开始介绍起, 如图在二维直角坐标系O里有矢量A, 直角坐标

系O的两个基矢量e1, e2相互正交.

〈e1|e2〉 = δij

这组基矢是完备的,二维平面上任何一组基矢都可以用它展开

A = A1e1 + A2e2

其中

Ai = 〈ei|A〉

分别代表矢量A的两个分量.当A1, A2确定后,就完全确定了平面上一个矢量A. 因此可以

认为(A1, A2)就是矢量A在坐标系O中的表示.

x’

x

y’
y

A

P

�

图 4.1: 坐标变换

现在取另一个坐标系O′, 新坐

标系相当于原坐标系绕O点逆时针转

动θ角度, 其基矢分别用e′1, e′2表示. 其

中

〈e′i|e′j〉 = δij, i, j = 1, 2

同样的矢量A可以在新坐标系中展开

A = A′1|e′1〉+ A′2|e′2〉+ A′3|e′3〉

其中

Ai = 〈ei|A〉

我们同样叫(A′1, A′2)为A在坐标系O′的表示.

现在很自然会好奇,同一个矢量在不同坐标系有不同表示,不同表示之间的联系是什
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么.对于矢量A我们有

A = A1|e1〉+ A2|e2〉 = A′1|e′1〉+ A′2|e′2〉

上面等式同时分别用〈e′1|, 〈e′2|作用,得到

A′1 = A1〈e′1|e1〉+ A2〈e′1|e2〉

A′2 = A1〈e′2|e1〉+ A2〈e′2|e2〉

化简得到 [
A′1
A′2

]
=

[
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

] [
A1

A2

]

记R(θ) =

[
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

]
,上述矩阵方程可以写成

[
A′1
A′2

]
= R(θ)

[
A1

A2

]

这说明同样的二维矢量在不同二维坐标系的表示可以不一样,但这些表示之间用矩阵R(θ)联

系起来. 其中R(θ)满足关系式

det R =

∣∣∣∣∣ cos θ sin θ

− sin θ cos θ

∣∣∣∣∣ = 1

RTR = RRT = 1 (RT是R的转置矩阵)

满足第一行的正交矩阵叫做正当正交矩阵. 显然考虑R的Hermite共轭形式4R†为

R(θ)† = (R(θ)T)∗ = R(−θ)

显然R(θ)R(−θ) = 1, R(−θ)是R(θ)的逆矩阵. 而R−1 = R†,所以

RR† = R†R = 1

这样的矩阵叫做Unitary(酉)矩阵. R(θ)矩阵的集合U满足乘法封闭性, 乘法结合律, 存在

4在一些数学教材里习惯于把矩阵A的Hermite共轭形式写成AH ,其中AH = (AT)∗ = (A∗)H
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逆元R(−θ),存在单位元1. 这个集合构成群,并且满足酉性R†R = RR† = 1,叫做U(1)群.

类似地,在量子力学里,相容力学量完全集F = {Â1, Â2, · · · , Âs}的共同本征态集合{|| fk〉}, (k =

1, 2, · · · , s)构成H的一组完备正交基矢. 我们为了简单起见, 先考虑离散谱对应的本征基

矢. 对于离散谱对应的本征基矢,很容易可以得到完备正交归一的基矢组{|Fk〉}.

〈Fi|Fj〉 = δij

以{|Fk〉}为基底的表示称为F表象. 量子系统中任何一个量子态都可以用这组表象基底展

开

|ψ〉 =
s

∑
k=1

ak|Fk〉

其中

ak = 〈Fk|ψ〉

这一组数(a1, a2, · · · , as)就构成量子态|ψ〉在F表象中的表示.当我们确定这一组数(a1, a2, · · · , as)后,

量子态就完全确定下来了.用矩阵去表示量子态为

|ψ〉 ←→


〈F1|ψ〉
· · ·
〈Fn|ψ〉


对于连续谱的情况,则需要做替换∑ →

∫
dλ. 若相容力学量F = {Â1, Â2, · · · , Âs}的

连续本征值为λ,对应的归一化本征态集合为{|λ〉},则任意态矢量可以表示为

|ψ〉 =
∫

σe

a(λ)|λ〉dλ

其中

a(λ) = 〈λ|ψ〉

这一组连续变量a(λ)构成量子态|ψ〉在F表象中的表示(此时是连续谱的表示). 同样的,确

定这组变量后, 量子态即可完全确定. 连续谱的表象基矢是不可数的, 这种情况在量子力

学中非常普遍.
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4.3.2 算符的表象

算符Â把态|ψ〉映射到了|ϕ〉.

Â : |ψ〉 7−→ |ϕ〈Â|ψ〉

在上一节里, 我们通过相容力学量完全集本征态集找到了态矢量与向量之间的同构关系,

而向量的线性变换可以用矩阵描述,此外矩阵的乘法也满足非对易性AB− BA 6= 0. 这样

促使我们寻找量子力学算符与矩阵之间的对应关系, 我们希望利用我们所熟悉的矩阵乘

法去计算量子力学中抽象的算符乘法. 首先为了简单起见, 若相容力学量完全集F的

本征值是离散的,则本征态矢量集| fi〉, (i = 1, 2, · · · )有Parseval等式

| fi〉〈 fi| = 1

把Parseval等式代入Â|ψ〉 = |ϕ〉并用〈 fi|作用,得到

∑
j
〈 fi|Â| f j〉〈 f j|ψ〉 = 〈 fi|ϕ〉

我们记Aij = 〈 fi|Â| f j〉,写成矩阵形式
A11 A12 · · ·
A21 A22 · · ·
· · · · · · · · ·



〈 f1|ψ〉
〈 f2|ψ〉
· · ·

 =


〈 f1|ϕ1〉
〈 f2|ϕ1〉
· · ·


由上节内容可知列向量〈 fi|ψ〉, (i = 1, 2, · · · )正好是态|ψ〉在对易力学量集合本征态集F表

象的表示. 此外自然地, 我们可以看到, 矩阵〈 fi|Â| f j〉, (i, j = 1, 2, · · · )是算符Â的矩阵表

示. 两个力学量算符的乘法对应于矩阵乘法:

∑
k
〈 fi|ÂB̂| fk〉 fk|ψ〉〈 fk|ϕ〉

∑
j,k
〈 fi|Â| f j〉〈 f j|B̂| fk〉〈 fk|ψ〉 = 〈 fi|ϕ〉



4.3. 表象理论 125

写成矩阵形式:
〈 f1|Â| f1〉 〈 f1|Â| f2〉 · · ·
〈 f2|Â| f1〉 〈 f2|Â| f2〉 · · ·
· · · · · · · · ·



〈 f1|B̂| f1〉 〈 f1|B̂| f2〉 · · ·
〈 f2|B̂| f1〉 〈 f2|B̂| f2〉 · · ·
· · · · · · · · ·



〈 f1|ψ〉
〈 f2|ψ〉
· · ·

 =


〈 f1|ϕ〉
〈 f2|ϕ〉
· · ·


这样就找到了离散谱力学量的矩阵表示,叫做F表象的表示. 同样的写成矩阵为

Â←→


〈 f1|Â| f1〉 · · · 〈 f1|Â| fn〉

...
. . .

...

〈 fn|Â| f1〉 · · · 〈 fn|Â| fn〉


对于力学量完全集的连续谱来说,同样地,我们只需要利用Parseval等式.∫

σe

〈 f |Â| f ′〉〈 f ′|ψ〉d f ′ = 〈 f |ψ〉

同样的,力学量的乘积可以写成 ∫
σe

〈 f |ÂB̂| f ′〉〈 f ′|ψ〉d f ′ = 〈 f |ϕ〉∫
σe

〈 f |Â| f ′′〉〈 f ′′|B̂| f ′〉〈 f ′|ψ〉d f ′d f ′′ = 〈 f |ϕ〉

这样就得到力学量Â在F表象的表示. 值得注意,对于连续谱而言,力学量和算符矩阵表示

的矩阵元已经不再可数, 但是习惯上我们依旧称呼〈 f |Â| f ′〉为力学量Â在完全集F表象中

的矩阵,只是此时的矩阵求和∑替换成
∫

d f .

4.3.3 表象变换

上一节里定义了态矢量和算符在某个表象下的表示, 算符和态矢量的乘法与矩阵和

列向量的乘法一一对应,算符的乘法与矩阵的乘法一一对应.若我们用D(Â), D(B̂)表示力

学量Â, B̂的矩阵表示. 则有下列关系图

Â · B̂ = ÂB̂

D(Â)D(Â) = D(Â)D(B̂)
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正如本节第一部分所说, 取不同完全集F, G的本征矢集作为表象, 得到态矢量和算符的矩

阵表示也是不同的.事实上只要选取一组完备的基矢,我们就可以建立起一个对应的表象,

选取不同的基矢组, 所得到的表示也是不同的. 很自然的会思考, 两个不同表象之间的联

系是什么.

当我们取两组不同的本征基矢{|ai〉}, {|bj〉}作为表象时,实际上找到的是两组坐标基

矢,量子态和力学量在两组基的表示不一样. 我们感兴趣的是找到这两种表示是如何关联

的.首先我们认为新的坐标基{|bj〉}是老的坐标基{|ai〉}变换得到的,记这个变换为U

|b1〉 = U|a1〉, |b2〉 = U|a2〉, · · · , |bi〉 = U|ai〉, · · · , |bn〉 = U|an〉

当我们对一个物理系统取两个分别不同的坐标系时, 实际对应的物理规律不会发生任何

改变. 例如我们在北京海淀取一个坐标系去计算矢量~a的长度, 在浙江取一个坐标系取计

算矢量~a的长度,这两个长度不会随着我们选取的坐标系不同而发生改变.也就是说,在量

子系统中,我们要求不同表象中矢量的长度不会发生任何改变.

〈ai|ai〉 = 〈bi|bi〉 = 〈Uai|Uai〉 = 〈ai|U†U|ai〉

也就是说

U†U = UU† = 1

现在我们寻找这样的一个U算符的具体形式. 首先我们有

|bi〉 = U|ai〉 (4.3)

利用正交性〈ak|ai〉 = δki

|bi〉 = U|ai〉

= ∑
k
|bk〉δki

= ∑
k
|bk〉〈ak|ai〉 = (∑

k
|bk〉〈ak|)|ai〉

这样就得到U = ∑k |bk〉〈ak|. 由于U†U = ∑kk′ |ak〉〈bk|bk′〉〈ak′ | = ∑k |ak〉〈ak| = 1, 可

知U是幺正算符,满足U†U = UU† = 1.

在之前的章节里,我们知道量子态|ψ〉在F表象里的矩阵形式,实际上就是|ψ〉在基底| fi〉的
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投影〈 fi|ψ〉. 给定任意一个右矢量|ψ〉,它在旧基{| fk〉}的展开形式为

|ψ〉 = ∑
k
| fk〉〈 fk|ψ〉 (4.4)

展开系数〈 fk|ψ〉是已知的. 我们希望能找到右矢量|ψ〉在新基{|gk〉}中的展开系数〈gk|ψ〉.
做法很简单,只需要利用Parseval等式即可.

首先在式子((4.4))中两边左乘〈gk|

〈gk|ψ〉 = ∑
k′
〈gk| fk′〉〈 fk′ |ψ〉 = ∑

k′
〈U fk| fk′〉〈 fk′ |ψ〉 = ∑

k′
〈 fk|U†| fk′〉〈 fk′ |ψ〉

而〈 fk|U†| fk′〉是表象变换伴算符U†的矩阵表示形式. 我们知道

〈 fk|U†| fk′〉 = ∑
k′′
〈 fk|gk′′〉〈 fk′′ | fk′〉 = 〈 fk|gk′〉

这样就得到了U†在旧基{| fk〉}中的矩阵表示

D(U†) =


〈 f1|g2′〉 · · · 〈 f1|gk′〉 · · ·

...
. . .

...
...

〈 fk|g1〉 · · · 〈 fk|gk′〉 · · ·
... · · · · · · . . .


这样我们就得到了量子态在新表象下和旧表象下的关系

〈gk|ψ〉 = ∑
k′

Dkk′(U†)〈 f ′k|ψ〉

其中Dkk′(U†)是矩阵D(U†)的第k, k′个矩阵元.总结一下,只要矩阵D(U†)作用在旧表象下

量子态的列向量上,即可得到新表象下的列矩阵:

(新列向量)=D(U†)(旧列向量)

由于算符与算符对应的矩阵表示同态, 我们知道D(AB) = D(A)D(B). 由于U的幺正

性U†U = 1,所以有

D(U†)D(U) = 1n×n, D(U†) = D(U)†

在这里为了避免混淆,我们统一规定一下.任意力学量Â在旧基{| fi〉}的矩阵表示记作D(Â),
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而在新基|gj〉构成的表象下的矩阵表示记作D̄(Â). 这样对于任意算符Â, 取F表象可以得

到线性变换A|ψ〉 = |ϕ〉的矩阵表示:

∑
k
〈 fk|Â|ψ〉 = 〈 fk|ϕ〉

利用Parseval等式∑i |gi〉〈gi| = 1可以得到

∑
k

∑
i,j
〈 fk|gi〉〈gi|Â|gj〉〈gj| fk〉〈 fk|ψ〉 = 〈 fk|ϕ〉

写成矩阵形式为

Dki(U)D̄ij(Â)D†
jk(U)〈 fk|ψ〉 = 〈 fk|ϕ〉

比较上面两式得到

D(U)D̄(Â)D†(U) = D(A), D̄(U) = D†(U)D(Â)D(U)

算符在新旧表象基底下的矩阵变换正是我们以前所熟悉的相似变换!

定义算符A的迹为

定义 4.3.1 一个算符Â的迹定义为对角矩阵元之和:

tr(Â) = ∑
k
〈 fk|Â| fk〉

尽管在迹的定义中使用了一组表象,但是tr(Â)是不依赖于表象的选择:

tr(Â) = ∑
i
〈 fi|Â| fi〉

= ∑
i,j,k
〈 fi|gj〉〈gj|Â|gk〉〈gk| fi〉

= ∑
i,j,k
〈gk| fi〉〈 fi|gj〉〈gj|Â|gk〉 = ∑

j,k
〈gk|gj〉〈gj|Â|gk〉

= ∑
j
〈gj|Â|gj〉

同样的技术,可以容易证明

(1) tr(ÂB̂Ĉ) = tr(B̂ĈÂ) = tr(ĈÂB̂)
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(2) tr(U† ÂU) = tr(Â)

(3) tr(| fi〉〈 f j|) = δij

(4) tr(|gi〉〈 fi) = 〈 fi|gi〉

至此我们已经介绍了一般性的力学量和量子态右矢量如何在给定表象中得到矩阵表示,

以及在不同表象中,两种不同的矩阵表示的联系是如何联系起来的.我们发现力学量不同

表示之间的联系实质上就是相似变换, 这样我们就可以把我们之前求解力学量本征值的

问题化归为矩阵对角化的问题,而这个问题在线性代数中我们早已熟悉.

在给定表象中我们得到力学量Â的矩阵表示D(A),求解Â|ψ〉 = |ϕ〉的本征值问题现
在变成求解关于λ的N次代数方程:

det(Â− λ1) = 0

正如我们从线性代数中所知道的, 解得的N个根就等同于我们试图找到的各个本征值ai,

知道了ai我们就能求出ai对应的特征向量解.

对于这种矩阵做法,算符A是否可幺正对角化问题变得非常重要.在群论里我们会知

道, Â是自伴算符的时候一定可以幺正对角化. 而对于其它的算符则不能保证.例如

S+ =

[
0 1

0 0

]

不可能用任何幺正矩阵对角化. 在后面谐振子相干态里我们会遇到非自伴算符的本征右

矢, 但是这样的本征右矢不能构成一个完备的正交归一基. 对于相干态而言, 我们需要引

入Cartan外积和外微分来描述,最终能得到一个超完备的相干态空间.

对于两个相容算符Â, B̂之间满足相容性条件

[
Â, B̂

]
= 0

这意味着, 若我们取Â的本征态作为表象基矢量, 显然Â在Â的本征态表象下的矩阵表示

是对角化的.

D(Â) =


〈a1|a1〉 0 · · · · · ·

0 〈a2|a2〉 0 · · ·
0 0 〈a3|a3〉 0

· · · · · · · · · . . .


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把Â的本征态基矢作用在[Â, B̂] = 0两端,得到

ai〈ai|B̂|aj〉 = aj〈ai|B̂|aj〉

(ai − aj)〈ai|B̂|aj〉 = 0

只有当i = j时〈ai|B̂|aj〉 6= 0,若i 6= j,则〈ai|B̂|aj〉 = 0. 意味着, B̂在A表象下也是对角化的.

D(B̂) = diag(〈a1|B̂|a1〉, · · · , 〈ai|B̂|aj〉, · · · )

这与我们所学过的矩阵理论一样,一般来说两个矩阵M1和M2是不能对易的,但若M1, M2是

两个对角矩阵,则是可以对易的.

4.3.4 坐标表象

对于一般笛卡尔系,正则坐标一般是直角坐标x = (x1, x2, x3). 这里为了简化问题,我

们先考虑一维坐标. 坐标算符满足本征方程

x̂|x′〉 = x′|x′〉

坐标算符x̂是自伴算符, x̂所有的本征态对应的本征矢量构成一个完备的基底,满足Parseval恒

等式. ∫
R3
|x′〉〈x′|dx′ = 1

利用Parseval等式可以得到坐标表象下的量子态和力学量矩阵表示. 在坐标表象下

|ψ〉 7−→ 〈x|ψ〉 = ψ(x)

我们定义的ψ(x) = 〈x|ψ〉是坐标算符本征值x的函数,叫做量子态|ψ〉的坐标波函数. 这样

量子态归一化条件为

〈ψ|ψ〉 =
∫

R3
〈ψ|x〉〈x|ψ〉dx =

∫
R3

ψ∗(x)ψ(x)dx =
∫

R3
|ψ(x)|2 dx = 1

在量子力学里任意一个量子态可以用一个自伴算符的本征态来展开

|ψ〉 =
∫

R3
|x〉〈x|ψ〉 =

∫
R3

ψ(x)|x〉
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根据量子态叠加原理和测量原理, ψ(x)是测量量子态|ψ〉得到坐标算符本征态|x〉的概率.

而|x〉是坐标算符x̂在空间x点处的本征态,满足本征方程

x̂|x〉 = x|x〉

ψ(x)就被解释成在量子态的位置概率分布. 现在我们暂时不考虑含时演化的问题,本章我

们所有的讨论都认为时间t没有任何变化,含时问题我们下一章再讨论.

在量子力学里,我们描述一个粒子是用量子态去描述的,描述粒子的量子态里包含了

有关这个粒子所有的必要信息. 所以对于波函数ψ(x),必须要有三个性质

1. |ψ(x)|2是粒子位置的概率分布.也就是说,粒子在空间Ω ⊂ R3的概率是
∫

Ω |ψ(x)|2dx.

2. 对于束缚态5, ψ(x)必须是平方可积的,也就是说

L2(R3) := {ψ : R3 → C

∫
R3
|ψ(x)|2dx < ∞}

3. 根据我们之前双缝干涉选择测量实验,在物理上ψ(x)必须对应双缝干涉实验中的相

干波函数. 也就是说ψ(x)必须满足某一类波动方程,只是到本节为止,尚未介绍.

为了进一步解释算符的坐标表象形式,我们先引入积分算符的定义

定义 4.3.2 (积分算符) 定义积分算符:

K : ψ 7→
∫

K(·, y)ψ(y)dy

例如(Kψ)(x) =
∫

K(x, y)ψ(y)dy. 函数K : R3 ×R3 7→ C叫做积分算符K的积分核.

有了积分算符的定义,我们很容易描述算符在坐标表象的形式. 首先对于任意算符Â作用

在量子态右矢量|ψ〉有

Â|ψ〉 = |ϕ〉 两边作用〈x
′|−−−−−−→ 〈x′|Â|ψ〉 = 〈x′|ϕ〉

利用坐标算符x̂的Parseval等式,可以得到∫
dx′′〈x′|Â|x′′〉〈x′′|ψ〉 = 〈x′|ϕ〉

5满足边条件x → ∞, ψ(x)→ 0条件叫束缚态波函数ψ(x)
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显然, 算符Â在坐标表象下是积分算符A : ψ(x′) 7→ ϕ(x′) =
∫

A(x′, x′′)ψ(x′′)dx′′的核.

而原来的表达式在坐标表象下写成

Â|ψ〉 = |ϕ〉 坐标表象−−−−→
∫

A(x′, x′′)ψ(x′′)dx′′ = ϕ(x′)

其中A(x′, x′′) = 〈x′|Â|x′′〉. 对于坐标算符x̂的函数A(x̂), 算符在坐标表象中的矩阵形式

为:

〈x′|A(x̂)|x′′〉 = 〈x′|A(x′′)|x′′〉 = A(x′′)δ(x′ − x′′)

力学量作用在量子态A(x̂)|ψ〉 = |ϕ〉的表示可以写成∫
R3

dx′′〈A(x′′)δ(x′ − x′′)ψ(x′′) = ϕ(x′)

化简得到

A(x′)ψ(x′) = ϕ(x′)

在坐标表象中,原来抽象的线性映射现在变成具体的函数方程. 在上一章里我们介绍了基

本量子化条件

[q̂, p̂] = ih̄

这意味着正则坐标q̂与正则动量p̂之间没有共同的本征态, 也就是说, 我们找不到一个表

象,使得q̂, p̂同时对角化. 我们试着先确定坐标表象,然后在坐标表象里计算出p̂的表示.

首先我们先计算矩阵元〈x|p〉

公式 4.3.1 (〈x|p〉) 矩阵元〈x|p〉 = 1√
2πh̄

e
i
h̄ px

证明 4.3.1 由方程((3.22))我们可以得到

e
i
h̄ p̂x′ x̂e−

i
h̄ p̂x′ = x̂ + x′

所以有

x̂e−
i
h̄ p̂x′ |x〉 = e−

i
h̄ p̂x′e

i
h̄ p̂x′ x̂e−

i
h̄ p̂x′ |x〉

= e−
i
h̄ p̂x′(x̂ + x′)|x〉

= (x + x′)e−
i
h̄ p̂x′ |x〉

这意味着:e−
i
h̄ p̂x′ |x〉 = |x + x′〉
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计算如下矩阵元:

〈x|e i
h̄ p̂x′ |p〉 = 〈x + x′|p〉 = e

i
h̄ p̂x′〈x|p〉

令x = 0得到

〈x′|p〉 = e
i
h̄ px′〈0|p〉

由于〈p′|p〉 = δ(p− p′)

〈p′|p〉 =
∫

R3
〈p′|x′〉〈x′|p〉dx′

=
∫

R3
dx′〈0|p〉〈p′|0〉e− i

h̄ (p′−p)x′

= |〈0|p〉|22πh̄δ(p− p′) = δ(p− p′)

所以〈0|p〉 = 1√
2πh̄

〈x|p〉 = 1√
2πh̄

e
i
h̄ px

得证

4.3.5 动量表象
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Chapter 5

量子动力学

5.1 薛定谔方程

5.1.1 能量本征方程

5.1.2 概率流守恒

5.1.3 一维well问题举例

5.2 单参数幺模群——时间演化算符

5.3 传播子与格林函数

5.4 动力学图像——薛定谔图像、海森堡图像、狄拉克图像
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Chapter 6

量子力学对称性

6.1 平移对称性与动量

6.2 转动对称性与角动量

6.3 李群李代数及其表示

6.4 角动量及其耦合

6.5 不可约张量算符
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Chapter 7

三维束缚态

7.1 渐进分析

7.2 无限深球well

7.3 有限深球well

7.4 三维谐振子

7.5 氢原子严格解
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Chapter 8

三维散射态

几种典型的散射包括:

1. 弹性散射a + b→ a + b散射粒子的内部状态没有改变

2. 非弹性散射a + b→ a′ + b′

3. 重排散射a + b→ c + d + e

4. 共振散射

我们主要关注弹性散射. 散射问题是一个微妙的问题. 一般来说, 散射问题被看成量

子力学的一种重要应用. 用简明自洽的方式去解释这类问题是比较困难的.散射态是一个

对应于连续谱的非束缚态, 与束缚态的离散分离能级相反, 散射态能级是连续的. 一般来

说,我们关心散射过程中入射粒子的各种属性和散射角分布,而不是如我们之前一般求解

薛定谔方程所关心的能级分布.

8.1 介绍

8.1.1 经典散射与微分截面

我们首先简单的讨论经典散射过程
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图 8.1: 散射示意图

假设入射粒子靶距参数为b,射靶方向角为ϕ,散射粒子散射方向角为(θ, ϕ). 经典散射

理论的关键问题是对于一个给定的打靶参数b计算散射角θ. 一般来说,我们感兴趣的是研

究入射粒子流的分布. 我们首先给出流密度J的定义.

定义 8.1.1 (流密度) 单位时间单位面积通过的粒子数定义为粒子流密度.

J =
dN

dσdt
(8.1)

所以单位时间入射的粒子数为nin = Jindσ,这里Jin表示入射粒子流密度. 我们考虑经历散

射nin → nout后单位时间出射粒子数为D(dσ → dΩ)JindΩ. 散射前后粒子数不变, nin =

nout. 所以我们有

nout =
dσ

dΩ
Jin (8.2)

这样我们就找到了dσ和方向角dΩ之间的对应关系. dσ正是被靶散射向dΩ那部分粒子对

应的入射面积dσ. 我们称其为截面.

利用dσ与dΩ的对应关系,当Ω→ 0时, dσ = dσ
dΩ dΩ. 我们得到微分截面的定义

定义 8.1.2 (微分截面) 被散射到单位立体角的粒子所对应的入射截面

D(θ, ϕ) =
dσ

dΩ
(8.3)

叫做微分截面,这里θ, ϕ分别是球坐标的经度和纬度.
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根据打靶参数b与方向角ϕ,我们有

dσ = db× b sin dϕ ≈ bdbdϕ

dΩ = sin θdθdϕ
(8.4)

上下两式相除得到

D(θ) =
dσ

dΩ
=

b
sin θ

∣∣∣∣db
dθ

∣∣∣∣ (8.5)

根据微分截面可以定义总截面

定义 8.1.3 (总截面) 全体立体角对应的入射截面

σtot =
∫

dΩD(θ, ϕ) =
∫ 2π

0
dϕ
∫ π

0
dθ sin θD(θ, ϕ) (8.6)

叫做总截面

例 8.1.1 (硬球散射) 考虑一个经典散射过程, 假设靶是一个半径为R的刚性球, 入射粒子

是无质量的刚性球,在表面法神弹性散射. 如果打靶距离b < R,我们有

b = R sin α = R sin
π

2
− θ

2
= R cos

θ

2
(8.7)

所以我们有θ = 2 arccos b
R , b < R

若b > R, θ = 0

这样就有微分截面

D(θ) =
b

sin θ

∣∣∣∣db
dθ

∣∣∣∣ = R2

4
(8.8)

总截面σtot =
∫ 2π

0 dϕ
∫ π

0 dθD(θ) = πR2

8.1.2 量子散射波

在量子散射问题中, 我们需要研究量子散射波函数. 这里为了方便起见, 我们讨论坐

标表象下的粒子波函数ψ(r, t) = 〈r|ψ〉. 坐标表象下的波函数满足坐标表象的薛定谔方程

ih̄
∂ψ(r, t)

∂t
=

[
− h̄2

2m
∇2 + V(r)

]
ψ(r, t) (8.9)
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定理 8.1.1 (定域概率流密度守恒) 定义概率密度ρ(r, t) = |ψ(r, t)|2与流密度

J = − ih̄
2m

[ψ∗(r, t)∇ψ(r, t)− ψ(r, t)∇ψ∗(r, t)] (8.10)

则有
∂ρ(r, t)

∂t
+∇ · J = 0 (8.11)

我们假设入射波函数为ψ(z) = Aeikz, 沿着z方向入射, 在散射区与球对称的势发生散射.

由于球对称的势,出射波函数必须是球对称的.所以距离散射中心比较远距离(r → ∞)的

波函数遵循一般形式

ψ(r, θ) = A
[

eikz + f (θ)
eikr

r

]
(8.12)

这里 f (θ)是散射振幅.由于入射粒子是渐进自由的粒子,无穷远处的能量为E = k2

2m . 所以

这里

k =

√
2mE
h̄

(8.13)

值得注意,散射波函数第一项eikz表示向前散射组分,这部分组分实质上并未发生散射. 第

二项 eikr

r 表示球对称部分,这部分是真正发生散射的组分.

利用流密度的定义,可以得到入射粒子流密度

Ji = −
ih̄
2m

(e−ikz∇eikz − eikz∇e−ikz) =
h̄k
m

(8.14)

另一方面,类似的计算得到散射部分的粒子流密度

Js = −
ih̄
2m

{
f ∗(θ)

e−ikr

r
∂

∂r
[ f (θ)

eikr

r
]− f (θ)

eikr

r
∂

∂r
[ f ∗(θ)

e−ikr

r
]

}
=

h̄k
m
| f (θ)|2

r2 (8.15)

所以沿着散射角θ,我们有

dn = Jsr2dΩ =
h̄k
m
| f (θ)|2dΩ (8.16)

根据微分截面的定义,得到

D(θ) =
1
Ji

dn
dΩ

= | f (θ)|2 (8.17)

总截面为

σtot =
∫

dΩD(θ, ϕ) =
∫ 2π

0
dϕ

∫ π

0
dθ sin θ| f (θ)|2 = 2π

∫ π

0
sin θ| f (θ)|2 (8.18)
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原则上,我们可以通过求解薛定谔方程得到散射振幅 f (θ).

[Ĥ0 + V̂(r)]ψ(r) =

[
− h̄2

2m
∇2 + V(r)

]
ψ(r) = Eψ(r) (8.19)

其中所要求的边界条件为,当r → ∞时

ψ(r, θ)→ eikz + f (θ)
eikr

r
(8.20)

现在看来, 量子散射问题可以简化为求解静态特征值问题. 但是在实际散射历程中, 散射

问题时一个依赖于时间的过程. 但在实际散射实验中, 散射问题是随时间变化的. 为了理

解为什么我们可以把含时散射问题当作定态散射问题来研究, 我们接下来研究含时散射

理论.

8.2 含时散射

8.2.1 入射出射态的近似

散射过程由于哈密顿H = H0 + V(r)可以看成两个部分, 一部分是自由项H0 = p2

2m ,

对应于自由粒子哈密顿,另一部分V(r)对应于散射势. 一般而言,我们考虑短程势. 所以我

们可以将其看做

V(r > r0) = 0 (8.21)

进一步说,为了将相互作用势看成局域势,势函数V(r)必须满足下列条件

1. V(r)收敛的比r−3要快

2. V(r)在原点处的奇性比r
3
2要小

3. 除了有限个有限大的不连续点外, V(r)在0 < r < ∞连续

含时量子态满足含时薛定谔方程

ih̄
∂

∂t
|ψ(t)〉 = H|ψ(t)〉 (8.22)

由于哈密顿不含时,可以定义时间演化算符U(t) = exp(− i
h̄ Ht)

|ψ(t)〉 = U(t)|ψ(0)〉 (8.23)
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这里为了方便, 我们记|ψ〉 = |ψ(0)〉, 表示t = 0时刻的态矢量. 下面我们引入散射过程的

渐进态. 在相互作用有效程范围之外, 我们有H → H0. 因此在相互作用范围外的时间演

化算符可以替换成自由的时间演化算符

U0(t) = e−
i
h̄ H0t (8.24)

所以我们有理由说,在远离相互作用区时,散射态|ψ〉的演化行为U(t)|ψ〉类似于自由波函
数. 这意味着存在态矢量|ψin〉和|ψout满足下列关系

lim
t→−∞

[U(t)|ψ〉 −U0(t)|ψin]〉 = 0

lim
t→+∞

[U(t)|ψ〉 −U0(t)|ψout]〉 = 0
(8.25)

这里|ψin〉和|ψout〉分别是散射态的渐进入射态和出射态

8.2.2 Moller算子

我们首先不加证明地陈述一个渐近条件定理:

定理 8.2.1 (渐进条件) 如果相互作用势满足上节的三个条件, 则对于Hilbert空间H中
每一个渐进态|ψin〉和|ψout〉都有一个|ψ〉使得

lim
t→−∞

[U(t)|ψ〉 −U0(t)|ψin〉] = 0

lim
t→+∞

[U(t)|ψ〉 −U0(t)|ψout〉] = 0
(8.26)

定义Moller算子

Ω+ = lim
t→−∞

U†(t)U0(t) = lim
t→−∞

eiHte−iH0t

Ω− = lim
t→+∞

U†(t)U0(t) = lim
t→+∞

eiHte−iH0t
(8.27)

为了方便, 本章我们取自然单位h̄ = 1. 由Moller算子定义可以得到散射态和渐进态之间

的关系

|ψ〉 = lim
t→−∞

U†(t)U0(t)|ψin〉 = Ω+|ψin〉

|ψ〉 = lim
t→+∞

U†(t)U0(t)|ψont〉 = Ω−|ψout〉
(8.28)
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上述关系意味着Hilbert空间H中的|ψin,out〉实际上都是某个真实演化的渐进.

渐进入射态

渐进出射态相互作用区域

靶粒子

U(t)=exp(-iHt)

图 8.2: 散射过程图解

另一方面我们注意到,并不是所有的|ψ〉 ∈ H都能定义一个有入射或者出射渐进的演
化轨道U(t)|ψ〉. 如果H有一部分束缚态|n〉, U(t)|n〉的行为表现为定态行为而不是自由行
为. 因此Hilbert空间可以分成两个子空间H = R⊕B,这里R和B分别对应于散射态和束
缚态空间. 对于每一个|ψ〉 ∈ R我们有

|ψin〉 = Ω†
+|ψ〉 = lim

t→−∞
U†

0 (t)U(t)|ψ〉

|ψout〉 = Ω†
−|ψ〉 = lim

t→+∞
U†

0 (t)U(t)|ψ〉
(8.29)

入射渐进态
Ω+−→ t = 0时刻散射态

Ω−←− 出射渐进态

|ψin〉 → |ψ〉 ← |ψout〉
|φ〉 → |φ+〉, |χ−〉 ← |χ〉

我们可以看到, 只要把Moller算子作用在入射态或者出射态上就能产生一个散射态.

那么问题来了:对于每一个|ψ〉 ∈ H都能定义一个有入射渐进或者出射渐进对应的U(t)|ψ〉演
化吗? 答案当然是否定的,我们注意到H中存在束缚态空间B,也就是说,仅仅只有散射态

空间里的|ψ〉 ∈ R才有渐进态对应.
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H H=R+B H

入射 出射

散射子空间

束缚子空间

Ω+ Ω-

R

B

图 8.3: 渐进入射态和渐进出射态以及真实散射态之间的映射图

8.2.3 Moller算子的性质

公式 8.2.1 (纠缠关系)

HΩ± = Ω±H0 (8.30)

证明 8.2.1 对于给定的有限时间τ,我们有

eiHτΩ± = lim
t→∓

eiHτe−iH0t = lim
t→∓

eiH(t+τ)e−iH0t

= lim
t→∓

eiH(t+τ)e−iH0(t+τ)eiH0τ = Ω±eiH0τ
(8.31)

上面两边同时对τ求导,得到

iHeiHτΩ± = Ω±iH0eiH0τ (8.32)

令τ → 0得到:HΩ± = Ω±H0

公式 8.2.2 (正交关系)

Ω†
±Ω± = 1

Ω±Ω†
± 6= 1

(8.33)

注意第二个式子,这是由于H中存在着束缚态空间, 并不是所有H中的态都存在相应的渐
进态.

为了推导出正交关系, 我们计算〈ψin,out|Ω†
±Ω±|ψin,out〉 = 〈ψ|ψ〉 = 1. 这里利用了归

一化条件〈ψ|ψ〉 = 1. |ψin,out〉可以取到H全空间, 因此Ω†
±Ω± = 1. 类似的, 我们可以得

到〈ψ|Ω±Ω†
±|ψ〉 = 1,这里|ψ〉 ∈ R. 由于R不是完备的,所以Ω±Ω†

± 6= 1
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利用正交关系,纠缠关系可以写成

Ω†
±HΩ± = H0 (8.34)

8.2.4 S矩阵

我们首先总结一下上节Moller算子的定义以及Moller算子在渐进态之间的基本映射

关系

Ω± = lim
t→∓

U†(t)U0(t) = lim
t→∓

eiHte−iH0t (8.35)

|ψ〉 = Ω+|ψin〉

|ψ〉 = Ω−|ψout〉
(8.36)

这里|ψin,out〉 ∈ H

|ψin〉 = Ω†
+|ψ〉

|ψout〉 = Ω†
−|ψ〉

(8.37)

这里|ψ〉 ∈ R
为了获得出射渐进态和入射渐进态之间的联系,我们引入一个散射算子S. 定义如下

定义 8.2.1 (散射算子) 记入射渐进态|ψin〉和出射渐进态|ψout〉.我们定义|ψin〉和|ψout〉的
映射

S : |ψin〉 7→ |ψout〉 = S|ψin〉 (8.38)

叫做散射过程的散射算子

利用Moller算子在散射态和渐进态之间的映射关系(8.36)

|ψout〉 = Ω†
−|ψ〉 = Ω†

−Ω+|ψin〉

|ψin〉 = Ω†
+|ψ〉 = Ω†

+Ω−|ψout〉
(8.39)

与散射算子S的定义相比较,可以得知

S = Ω†
−Ω+, S† = Ω†

+Ω− (8.40)

|ψout〉 = S|ψin〉, |ψin〉 = S†|ψout〉 (8.41)
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显然散射算子S满足幺正性. 其幺正性可以通过|ψin,out〉 ∈ H是一组完备的态矢量来说明.

由于归一化条件〈ψout|ψout〉 = 〈ψin|S†S†|ψin〉 = 1, 而|ψin〉是完备的, 所以得到S†S = 1.

同样的可以得到SS† = 1. 值得注意, 我们不能通过直接计算S†S = Ω†
+Ω−Ω†

−Ω+ =

Ω†
+Ω+ = 1得到,因为Moller算子正交性条件Ω−Ω†

− 6= 1.

现在我们进一步证明关系式:

[H0, S] = 0 (8.42)

证明 8.2.2 利用Moller算子的纠缠关系(8.30)HΩ± = Ω±H0. 可以得到

SH0 = Ω†
−Ω+H0 = Ω†

−HΩ+ = (HΩ−)†Ω+ = (Ω−H0)
†Ω+ = H0Ω†

−Ω+ = H0S

(8.43)

这样就证明了[S, H0] = 0

这个关系表明了散射前后能量守恒.入射能量期望值

入射能 = 〈ψin|H0|ψout〉 (8.44)

同样的,出射能量期望值

出射能 = 〈ψout|H0|ψout〉 = 〈ψin|S†H0S|ψin〉 (8.45)

根据上式关系,入射能和出射能相等.

进一步的,由于H0是自由哈密顿,对应的有一簇相互正交的本征态矢. 由于[H0, S] =

0,我们可以取H0的本征态矢作为基底来表示散射算子S. 一般而言[H0, p] = 0,所以可以

取动量表象来表示散射算子S,表示矩阵叫S矩阵.

S =
∫

dpdp′|p′〉〈p′|S|p〉〈p| (8.46)

所以在动量表象中,散射算子表示成〈p′|S|p〉. 利用关系式(8.42),可以得到

〈p′|[H0, S]|p〉 = (Ep′ − Ep)〈p′|S|p〉 = 0 (8.47)

这表明,若Ep′ 6= Ep,则〈p′|S|p〉 = 0,若Ep′ = Ep,则〈p′|S|p〉可以存在非0情况. 这个结论
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告诉我们, S矩阵可以表示成下列形式

〈p′|S|p〉 = δ(Ep′ − Ep)× (残余项) (8.48)

定义 8.2.2 粒子从渐进入射态|ψin〉经历散射碰撞后跃迁到|ψout〉的跃迁概率定义为

ω(ψout ← ψin) = |〈ψout|S|ψin〉|2 (8.49)

其中〈ψout|S|ψin〉是散射过程(ψout ← ψin)的概率振幅.

8.2.5 散射振幅

接下来的工作, 我们证明微分散射截面可以用S矩阵元来表示. 为了消掉向前散射分

量,我们分解S算子为

S = 1 + iT (8.50)

用来表示没有发生相互作用(S = 1)的部分和发生散射的部分iT. 类似S算子, T算子同样

与H0对易. T在H0的动量表象叫做T矩阵,表示成如下形式

〈p′|iT|p〉 = δ(Ep′ − Ep)× (残余项) (8.51)

为了方便起见,我们用M(p′ ← p)表示上式残余部分

〈p′|iT|p〉 = 2πδ(Ep′ − Ep)iM(p′ ← p) (8.52)

其中因子2πi是为了以后计算方便引入的. 稍后我们将会解释M(p′ ← p). 利用S = 1 +

iT,我们可以得到如下关于S矩阵的表达式

〈p′|S|p〉 = δ(p′ − p) + 2πδ(Ep′ − Ep)iM(p′ ← p) (8.53)

容易理解S矩阵分解成的两项. 第一项δ(p′ − p)显然是粒子没有经历散射的向前散射. 第

二项对应的是真实经历的散射过程. 现在散射前后粒子的动量发生了变化,但是能量水平

保持不变. 这样(8.53)式应该表现出能量守恒. 这意味着这一项应该包含有与能量守恒有

关的δ函数. 在非相对论情况下没有洛伦兹不变性E2 − p2 = m2. 能量守恒并不意味着动

量守恒,M中也不需要包括动量之间的δ函数.
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利用Ep = p2

2m ,带入上式可以得到

〈p′|S|p〉 = δ(p′ − p) + 4mπδ(p′2 − p2)iM(p′ ← p) (8.54)

这里我们利用了公式δ(ax) = 1
a δ(x). 由于(8.53)式中M仅仅在Ep′ = Ep时才有定义.也就

是说, 在p′和p的变量空间中, 函数M仅仅定义在能壳p′2 = p2上. 这种情况我们称T矩阵

为On-shell T矩阵.

由于On-shell T矩阵的散射振幅M(p′ ← p)定义仅仅在p′2 = p2上. 很显然这不

是一个很好的矩阵定义. 我们期望矩阵〈p′|iT|p〉定义在所有的p′和p上. 在后续章节, 我

们会看到定义这样的一个T矩阵〈p′|T|p〉是很方便的. 当p′2 = p2时, 〈p′|T|p〉的散射振
幅M(p′ ← p)正好与On-shell T矩阵的散射振幅M(p′ ← p)一致. 这个定义在所有

的p′和p上的矩阵〈p′|T|p〉叫做Off-shell T矩阵. 只要是可以观测到的散射都只与On-shell

T有关. 另一方面来说, Off-shell T矩阵是一个方便计算的工具. 特别是在Lippmann-

Schwinger方程中.

8.2.6 量子散射截面

在量子散射问题中,入射渐进态定义为|ψin〉,出射渐进态定义为|ψout〉. 利用动量表象
可以得到,入射态和出射态的动量概率分布

〈ψin|ψin〉 =
∫

d3 p〈ψin|p〉〈p|ψin〉 =
∫

d3 p|ψin(p)|2

〈ψout|ψout〉 =
∫

d3 p〈ψout|p〉〈p|ψout〉 =
∫

d3 p|ψout(p)|2
(8.55)

这里我们记ψin,out(p) = 〈p|ψin,out〉.经历散射过程后观测到粒子动量为p的概率为ω(dp ←
ψin)d3 p|ψout(p)|2. 利用球坐标,粒子在单位动量ep对应的立体角dΩ出现的概率为

ω(dΩ← ψin) = dΩ
∫ +∞

0
p2dp|ψout(p)|2 (8.56)

我们并不知道|ψin〉的具体细节,这个结果对于单个散射事件并没有什么价值. 我们知道的

全部仅仅是波函数ψp在一些值p0附近有峰,此外正如经典的情况,我们必须根据此部分信

息对大量实验取平均值.

粒子加速器并不会反复产生相同的波包. 但是我们可以对粒子进行调整,使所产生的

的入射波包仅仅是垂直于p0的随机横向位移有所不同.设一系列的实验均以入射态|ψin〉 =
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|φb〉射入,这个入射态是由某一个确定的态|φ〉经过平移距离b得到,利用平移算符

|φp〉 = e−ip·b|φ〉, φb(p) = e−ip·bφ(p) (8.57)

得到入射态φb. 我们假设所有的情况下矢量|φ〉都一样,但位移b在垂直于p0方向的分布是

随机的.这种对波包φ(p)的随机横向调整与经典散射的打靶距离一致. 这里我们也称其为

打靶距离b

0U | bf ñ

0U |fñ

b

靶粒子

dW

图 8.4: 垂直于平均动量方向的位移为b的两个入射波

如果重复试验次数足够多, 随机位移为b1, b2, · · · , 则观测到散射在dΩ内的粒子总数

就是每一次散射概率ω(dΩ← φb,in)的累加:

nout = ∑
i

ω(dΩ← φb,in) (8.58)

重复次数足够多时求和可以写成积分

nout =
∫

db Jinω(dΩ← φb) (8.59)

这里Jin是入射流密度. 实际上这个积分是对一个有限的面积求和,但面积比远远比靶的直

径要大.因为对于足够大的b散射概率几乎为0,所以积分可以取整个平面而不改变积分的

值. 由于b是随机分布的,入射流密度Jin是均匀的,因而可以提出积分号外得到

nout = Jin

∫
d2bω(dω ← φb) (8.60)

与经典散射理论比较,可以得知

dσ(dΩ← φ) =
∫

d2bω(dΩ← φb) (8.61)

这里dσ(dΩ ← φ)正是被散射到立体角dΩ粒子的散射截面. 显然,截面在量子散射里是对
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于所有b的入射波φb被散射到dΩ的总概率.此外, 我们还可以把它看作是垂直于p0平面的

面积分, 每个面积元都带权重ω(dΩ ← φb). 可以看到dσ(dΩ ← φ)正是使入射波φb被散

射到dΩ内的靶势场的有效散射截面. 在经典极限中, dσ(dΩ ← φ)的值要么是0要么是1,

因此积分在经典极限表示使粒子散射到dΩ的真实面积.

8.2.7 量子散射截面计算

在上节我们得到量子散射跃迁概率和可观测截面之间的关系(8.61)

dσ(dΩ← φ) =
∫

dbω(dΩ← φb) (8.62)

我们知道散射跃迁概率ω(dΩ← φb)(8.56)为

ω(dΩ← φb) = dΩ
∫ +∞

0
p2dp|ψout(p)|2 (8.63)

式子中ψout(p)的p方向指向dΩ方向. ψout(p)是入射态|ψint〉 = |φb〉对应的出射渐进波函
数. 我们知道入射渐进态和出射渐进态之间由S矩阵联系8.2.1. 对其两边取〈p|

〈p|ψout〉 = 〈p|S|ψin〉 =
∫

d3 p′〈p|S|p′〉〈p′|ψin〉 (8.64)

和上节一样,为了避免计算向前散射部分,带入S = 1 + iT

〈p|S|p′〉 = δ(p− p′) + 2πδ(Ep − Ep′)iM(p← p′) (8.65)

得到

ψout(p) = ψin(p) + 2π
∫

d3 p′δ(Ep − Ep′)iM(p← p′)ψin(p′) (8.66)

这里〈p|ψin,out〉 = ψin,out(p). 第一项为向前散射部分, 第二项为有效散射部分. 在我们之

前的假定中, |ψin〉 = e−i p̂·b|φ〉

我们观测的时候不在入射波前进方向观测,我们要求观测方向避开p0.在此要求下(8.66)的

第一项为0. 所以我们可以写成

ψout(p) = 2π
∫

d3 p′δ(Ep − Ep′)iM(p← p′)eip′·bφ(p′) (8.67)
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将上式带入(8.63)式得到

ω(dΩ← φb) = (2π)2dΩ
∫ +∞

0
p2dp

∫
d3 p′δ(Ep − Ep′)M(p← p′)e−ip′·bφ(p′)

×
∫

d3 p′′δ(Ep − Ep′′)M∗(p← p′′)eip′′·bφ∗(p′′)

(8.68)

所以截面dσ(dΩ← φ) =
∫

dbω(dΩ← φb)为

dσ(dΩ← φ) = (2π)2dΩ
∫

d2b
∫ +∞

0
p2dp

∫
d3 p′δ(Ep − Ep′)M(p← p′)e−ip′·bφ(p′)

×
∫

d3 p′′δ(Ep − Ep′′)M∗(p← p′′)eip′′·bφ∗(p′′)

(8.69)

为了计算上述积分,首先我们有∫
d2bei(p′−p′′)···b = (2π)2δ(p′⊥ − p ⊥′′) (8.70)

式子中对b的积分是在垂直于p0平面内的二维积分, δ(p′⊥ − p′′⊥)表示在该平面的分量之间

的δ函数. 此外我们可以看到能量部分的δ函数可以写成

δ(Ep′ − Ep′′) = 2mδ(p′2 − p′′2) (8.71)

由于p2 = p2
⊥ + p2

‖,所以δ函数联合作用可以写成

δ(p′⊥ − p′′⊥)δ(Ep′ − Ep′′) = 2mδ(p′⊥ − p′′⊥)δ(p′2 − p′′2)

= 2mδ(p′⊥ − p′′⊥)δ(p′2⊥ − p′′2⊥ + p′2‖ − p′′2‖ )

=
m
p′‖

δ(p′⊥ − p′′⊥)δ(p′‖ − p′′‖ ) =
m
p′‖

δ(p′ − p′′)

(8.72)

值得注意, 这里由于(8.70)式保证了p′⊥ = p′′⊥, 所以我们将上式δ函数中的垂直分量消去.

p′‖是p′沿p0方向的分量. (8.71)式中δ函数主要的作用是使p′‖ = ±p ‖′′.一般来说波包φ(p)的

长度比较窄, p′‖ = −p′′‖对积分无贡献.



156 CHAPTER 8. 三维散射态

将上式带入(8.69)式得到

D(dΩ← φ) = (2π)4dΩ
∫ +∞

0
p2dp

∫
d3 p′d3 p′′δ(Ep − E′p)M(p← p′)φ(p′)

× δ(E′p − E′′p )M∗(p← p′′)φ∗(p′′)δ(p′⊥ − p′′⊥)

= (2π)4dΩ
∫ +∞

0
p2dp

∫
d3 p′d3 p′′δ(Ep − Ep′)M(p← p′)φ(p′)M∗(p← p′′)φ∗(p′′)

m
p′‖

δ(p′ − p′′)

= (2π)4mdΩ
∫ +∞

0
p2dp

∫
d3 p′δ(Ep − Ep′)

1
p′‖
|M(p← p′)φ(p′)|2

注意,第一步利用了替换δ(x− y)δ(x− z) = δ(x− y)δ(y− z). 这是由于对于Ep′ 6= Ep′′的

情况,积分值均是0. 利用关系式δ(Ep − Ep′) = 2mδ(p2− p′2) = m
p′ δ(p− p′),上式对p积分

得到

dσ(dΩ← φ) = (2π)4m2dΩ
∫

d3 p′
p′

p′‖
|M(p← p′)φ(p′)|2

式子中|p| = |p′|.

最后如果以p0为波包中心的φ(p′)足够窄,散射振幅M(p ← p′)可以认为在p0附近近

似不变,这样被积函数里M(p← p′)和 p′

p′‖
均可以用√0代替.

dσ(dΩ← φ) = (2π)4m2dΩ|M(p← p0)|2
∫

d3 p′|φ(p′)|2

= (2π)4m2dΩ|M(p← p0)|2
(8.73)

最后一步利用了归一化条件
∫

d3 p|φ(p)|2 = 1

从截面和散射振幅的表达式可以看到,只要波包φ(p)在p0附近足够狭窄,计算结果就

与φ的波包形状无关, 所以我们可以把散射截面dσ(dΩ ← φ)写成dσ(dΩ ← p0). 与经典

散射类似,微分截面定义为

D(p← p0)
dσ

dΩ

式中p0方向为观测方向dΩ对应的方向. 因此量子微分截面表示为

D(p← p0) =
dσ

dΩ
= (2π)4m2|M(p← p0)|2 (8.74)

这就是量子力学里微分截面和散射振幅之间的关系.
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8.2.8 光学定理

我们之前建立了散射截面和散射振幅之间的关系(8.74). 现在我们进一步证明一个新

的定理——光学定理. 这个定理可以通过S矩阵的幺正性和矩阵方程S†S = 1的对角元

直接得到. 在之前, 我们将S算子拆成向前部分和散射部分S = 1 + iT. 带入S†S = 1得

到iT − iT† = −T†T. 在动量表象中表示为

〈p′|iT|p〉 − 〈p′|iT†|p〉 = −〈p′|T†T|p〉

利用〈a|b〉 = 〈b|a〉∗得到

i(〈p′|T|p〉 − 〈p|T|p′〉∗) = −〈p′|T†T|〉p〉

= −
∫

d3 p′′〈p′|T†|p′′〉〈p′′|T|p〉

= −
∫

d3 p′′〈p′′|T|p′〉∗〈p′′|T|p〉

带入〈p′|iT|p〉 = 2πδ(Ep′ − Ep)iM(p′ ← p)得到

2πiδ(Ep′ − Ep)
[
M(p′ ← p)−M∗(p← p′)

]
= −

∫
d3 p′′2πδ(Ep′′ − Ep′)M∗(p′′ ← p′)2πδ(Ep′′ − Ep)M(p′′ ← p)

上式右边δ(Ep′′ − Ep)提出积分外得到

2πiδ(Ep′ − Ep)
[
M(p′ ← p)−M∗(p← p′)

]
= −

∫
d3 p′′(2π)2δ(Ep′′ − Ep′)δ(Ep′′ − Ep)M∗(p′′ ← p′)M(p′′ ← p)

满足条件Ep′ = Ep时,上式两边可以消去2πδ(Ep′ − Ep). 得到

i
[
M(p′ ← p)−M∗(p← p′)

]
= −

∫
d3 p′′2πδ(Ep′¸ − Ep′)M(p′′ ← p)M∗(p′′ ← p′)
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最后令p′ = p,上式可以化简为

−2ImM(p← p) = −
∫

d3 p′′2πδ(Ep′′ − Ep′)|M(p′′ ← p)|2

= −2π
∫ m

p
δ(p′′ − p)|M(p′′ ← p)|2 p′′2dp′′dΩ

= −2πmp
∫

dΩ|M(p′′ ← p)|2

(8.75)

值得注意M(p′ ← p)并不包含p大小有关的量, 与p大小有关的量已经包含在了δ(Ep′ −
Ep)中. 上面推导我们利用了Ep = p2

2m和δ( f (x)− f (x0)) =
1

| f (x0)|δ(x− x0). 由微分截面和

散射振幅之间的关系(8.74)式

D(p′′ ← p) =
dσ

dΩ
(p′′ ← p) = (2π)4m2|M(p′′ ← p)|2

两边同时对立体角积分,我们得到总截面σ(p) = (2π)4m2
∫

dΩ|M(p′′ ← p)|2,带入(8.75)式

得到

ImM(p← p) =
p

2(2π)3m
σ(p)

光学定理表述了向前散射振幅的虚部正比于总截面σ(p). 这可以推导出一系列有用的结

论.

1. 振幅一般来说不是纯实数,并且在向前散射方向有正定的虚部;

2. 利用光学定理,可以在向前散射方向分别测量M(p′ ← p)的虚部和实部.

3. 光学定理可以用于色散关系, 色散关系可以把振幅的实部表示为其虚部的积分. 利

用光学定理, 这意味着我们可以把向前散射振幅表示为总截面的积分, 因而得到一

个能直接用实验检验的关系. 这种关系的重要性在于, 它的成立于相互作用准确细

节无关,于直接测量的量有关

8.3 无自旋粒子两体散射

之前的章节里, 我们已经用散射算符S和散射振幅M完全的描述了单个无自旋粒子
的散射. 现在我们进一步推广到两个无自旋粒子的弹性散射过程. 本节主要目的是证明一

个直观上的结果:质心系中两粒子的弹性散射和单个粒子被固定势的散射是等价的.首先

先引入二粒子态的Hilbert空间和两个单体粒子的Hilbert之间的关系.
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8.3.1 两体波函数

两个不同性质的无自旋粒子态用与两个粒子位置r1, r1有关的波函数ψ(r1, r2)表示.一

个比较特殊的情况是ψ(r1, r2) = ψ1(r1)ψ2(r2)的乘积形式. 相应的态矢量表示为|ψ〉 =

|ψ1〉 ⊗ |ψ2〉叫做直积态. 这里|ψ〉是二粒子希尔伯特空间H的一个矢量,而|ψ1〉是第一个粒
子单粒子空间H1的矢量, |ψ2〉是第二个粒子单粒子空间H2的矢量. 直积态表示一个二粒

子态,第一个粒子在|ψ1〉态,第二个粒子在|ψ2〉态.

直积态有两个比较重要的性质:

1. 若{|n1〉}和{|ψ2〉}是单粒子空间H1和H2的正交归一基,则直积态

|n1〉 ⊗ |n2〉, (n1, n2 = 1, 2, · · · )

构成二粒子空间H的正交归一基底

2. 内积满足关系

(〈ψ1| ⊗ 〈ψ2|)(ψ′1〉 ⊗ |ψ′2〉) = 〈ψ1|ψ′1〉〈ψ2|ψ′2〉

利用这种方法由两个子空间H1和H2构造的二粒子空间H叫做这两个子空间构造的直积
空间H = H1 ⊗H2. 值得注意这个等式并不意味着H中每一个态矢都是直积态矢,它只意

味着H是由直积态张开的空间,每一个|φ〉 ∈ H都可以由这些直积态基底线性表示.

张量积一般出现在多独立自由度的系统中. 例如有自旋s的单粒子空间, 对于这种系

统

H = Hspace ⊗Hspin

这里Hspace ∈ L2(R3), 也就是不带自旋的波函数空间, 而Hspin是2s + 1维的自旋空间. 所

以H的态矢ψm(r)由坐标r和自旋标记m(Sz本征值)标记, m标记自旋的某个基底.通常将这

些函数结合成由2s + 1个分量的旋量波函数.

直积空间H1 ⊗H2可以看成是H的分解. 但是空间H的分解的方式有很多. 例如每个

波函数ψ(r1, r2)可以表为质心坐标和相对坐标的函数:

rc =
m1r1 + m2r2

m1 + m2
m, r = r1 − r2

显然函数ψ(rc, r)的空间可以用形为ψ1(rc)ψ2(r)的直积函数张开

H = H1 ⊗H2 = Hc ⊗Hr
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其中Hc和Hr分别是质心坐标和相对质心坐标的波函数空间. 对于许多散射问题来说质心

分解更为有用.

我们现在定义算子的直积,和H = H1 ⊗H2一样,某些算子也是直积算子.

定义 8.3.1 若A和B是分别作用于H1和H2的任意算子,我们定义作用在H上的算子A⊗
B:

(A⊗ B)(|ψ1〉 ⊗ |ψ2〉) = A|ψ1〉 ⊗ B|ψ2〉

准确说, 一个两体系统的基本力学量形式上都可以写成A ⊗ 1或者1 ⊗ B. 例如二粒子空

间H上的第一个粒子的动量算子作用在H上可以表示为

p1(H) = (p1H1)⊗ (1H2)

这就是说p1算符在二粒子空间中应该表示为p1 ⊗ 1,其作用在二粒子态|ψ1〉 ⊗ |ψ2〉上为

(p1 ⊗ 1)(|ψ1〉 ⊗ |ψ2〉) = (p1|ψ1〉)(1|ψ2〉)

类似地,对于p2而言可以写作1⊗ p2

正如所想,任何两个不同自由度空间的算符A⊗ 1和1⊗ B是对易的

A⊗ 1 · 1⊗ B(|ψ1〉 ⊗ |ψ2〉)− 1⊗ B · A⊗ 1(|ψ1〉 ⊗ |ψ2〉) = 0

一个众所周知的例子便是单粒子动量算符p1 = −i∇1和p2 = −i∇2. 一般来说,我们在记

号上为了方便并不区分A⊗ 1和A. 因此A⊗ B和(A⊗ 1)(1⊗ B)是一样的,简写成AB. 但

当我们涉及到张量乘积算符的乘法结构时就需要恢复张量积的记号.

我们现在考虑二粒子系统的哈密顿算子和相应的时间演化算子.哈密顿算子表示为

H =
p2

1
2m1

+
p2

2
2m2

+ V = H0 + V

这里我们假定相互作用V只与相对坐标r有关. 我们把H用总动量和相对动量表示

pc = p1 + p2, p− m1p1 + m2p2

m1 + m2

相应的共轭坐标和相对坐标

rc =
m1r1 + m2r2

r1 + r2
, r = r1 − r2
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利用链式法则p1 = −i ∂
∂r1

= −i( ∂r1
rc

+ ∂r1
r ) ∂

∂r1
我们可以得到

p1 =
m1pc

m1 + m2
+ p, 同样地 p2 =

m2

m1 + m2
pc − p

带入H得到

H =
p2

c
2(m1 + m2)

+
p2

2m1
+

p2

2m2

定义总质量M = m1 + m2和折合质量m = m1m2
m1+m2

. 系统哈密顿可以简写为

H =
p2

c
2M

+

[
p2

2m
+ V(r)

]
= Hc + Hr

显然H是两项之和, 第一项只作用于Hc第二项只作用于Hr. 这两项分别属于不同的自由

度空间分别相互对易. 所以时间演化算符也可以分解

U(t) = eiHt = e−iHcte−iHrt = e−iHct ⊗ e−iHrt (8.76)

从表达式可以看出, 时间演化算符一部分属于Hc一部分属于Hr. 这说明质心运动与相对

运动无关. 由于Hc就是
pp2

c
2M , 质心运动可以看做一个质量为M的自由粒子. 同样地Hr可以

看成一个质量为m的单粒子处于固定势V(r)的运动. 所以Hr中的演化过程应该与前几节

讨论的固定势情况完全类似.

特别地,自由两体演化算符也可以类似的分解

U0(t) = e−iH0t = e−iHct ⊗ e−iH0,r

同样的自由两体演化算符U0(t)也可以分解为

U0(t) = e−iH1t ⊗ e−H2t (8.77)

与H = H1 ⊗H2相对应.这个结果表示了一个明显的事实,两个无相互作用粒子的独立运

动,这个结果对于有相互作用的粒子并不适用.

8.3.2 两体S矩阵

两体散射问题与之前的固定势场散射问题看起来似乎不同.两体散射问题在L2(R6)表

述的, 而固定势散射问题在L2(R3)中表述的. 但是在上节, 我们利用质心分解H = Hc ⊗
Hr可以看到这两个问题实质上是等价的.
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两体系统演化轨道U(t)|ψ〉,这里|ψ〉是两体系统Hilbert空间H中的任意态矢. 类似于

单体固定势情况,我们可以预测当t→ ∓∞时,两个粒子之间相互作用已经足够微弱,以至

于U(t)|ψ〉的演化近似为自由演化U0(t)|ψ〉. 和单粒子情况一样, 这个预测毫无疑问是正

确的,并且可以用渐进条件和渐进完全性两种形式表述

定理 8.3.1 (渐进条件) H中每个矢量|ψin(out)〉是某个真实演化矢量U(t)|ψ〉的入(出)射

渐进态

lim
t→−∞(+∞)

[U(t)|ψ〉 −U0(t)|ψin〉] = 0

为了证明上式, 我们需要证明对于每一个|ψin〉, 矢量U†(t)U0(t)|ψin〉存在极限, 也就是说

算子U†(t)U0(t)收敛. 我们首先用(8.76)式和(8.77)式来表示U†(t)U0(t)

U†(t)U0(t) = (Uc(t)⊗Ur(t))†Uc(t)⊗U0,r(t) = 1c ⊗U†
r (t)U0,r(t)

这里1c表示空间Hc的单位算子

这个算子只需要第二个因子存在极限,它就存在极限.而第二个因子对应的是一个单

粒子系统, 单粒子系统的渐进极限在之前早已说明. 所以第二个因子确实存在极限, 我们

记作Ω±,入射渐进态和出射渐进态对应的实际演化轨道由下式给出

|ψ〉 = lim
∓

U†(t)U0(t)|ψin,out〉 = (1c ⊗Ω+)|ψin.out〉

为了表示两体空间H = L2(R6)上的两体Moller算子,我们引入记号Ω±它们形式为

Ω± = 1c ⊗Ω± (8.78)

其中Ω± = limt→∓ eiHr e−iH0,rt, 作用在空间L2(R3)上, 并且具有固定势场Moller算子的结

构性质. Ω±中的单位算子1c反映了质心运动类似于一个自由粒子的运动而不发生散射.

类似于之前固定势一样, 具有渐进入射态的轨道和出射渐进态的轨道是精确相同的,

Ω±都把把H映射到R,其次散射态空间R和束缚态空间B的直和是全空间H = R⊕B
同样的可以定义S算子

S = Ω†
−Ω+

该算子是将H任意态|ψin〉映射到相应的|ψout〉 = S|ψin〉的幺正算子.由(8.78)式可知,它具

有简单的张量积结构

S = 1c ⊗ S

其中S = Ω†
−Ω+作用在Hr上,所以问题简化成在Hr上计算单粒子S算子.
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8.3.3 T矩阵

由于S = 1c⊗S, S与Pc = 1⊗ Pc对易.所以总动量守恒.和单粒子情况一样, [S0, H0] =

0因而系统能量守恒.同样的做法,利用动量表象得出矩阵元

〈p′1, p′2|S|p1, p2〉

含有因子δ(E′1 + E′2 − E1 − E2)δ(p1 + p2 − p′1 − p′2),其中Ei =
p2

i
2mi

.

同样我们在能壳上分解这个矩阵元. 注意到p1和p2的本征矢|p1, p2〉也是总动量pc和

相对动量p的本征矢量

|p1, p2〉 = |pc〉 ⊗ |p〉

这里pc = p1 + p2, p = m2p1−m1p2
m1+m2

. 利用这个关系可以分解

ei(p1·r1+p2·r2) = ei(pc · rc + p · r) = eipc·xc eip·r

同样的在质心系分解S算子1c ⊗ S,可以看出

〈p′1, p′2|S|p1, p2〉 = 〈p′c, p|(1⊗ S)|pc, p〉

= δ(p′c − pc)〈p′|S|p〉

S算子具有单粒子算子的结构,矩阵元可以分解成

〈p′|S|p〉 = δ(p′ − p) + 2πδ(Ep′ − Ep)iM(p′ ← p)

将上面两个方程联合起来. 得到

〈p′1, p′2|S|p1, p2〉 = δ(p′1−p1)δ(p′2−p2)− 2π(∑ E′i−∑ Ei)δ(∑ p′i−∑ pi)M(p′ ← p)

(8.79)

这里第一项表示向前散射部分,这部分对应的是自由哈密顿.所以|p1, p2〉 = |p1〉⊗ |p2〉 =
|pc〉 ⊗ |p〉,这也是第一项δ(p′c − pc)δ(p′ − p) = δ(p′1 − p1)δ(p′2 − p2)的原因. 第二项是

两体真正被散射的部分,这一项里保持总动量和总能量守恒.相对动量的各个分量并不守

恒.

这里我们做个符号说明, 我们对于满足平移不变的两体问题算符Ω±和S用的是粗体

字, 而描述相对运动的算符Ω±和S用的是普通字体. 算符Ω±和S作用于全部空间L2(R6),

矩阵元含有动量守恒的δ(p′c − pc). 算符Ω±和S作用于L2(R3)并且精确地和单粒子算子
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的结构一致.

整本书我们用粗体字表示平移不变系统的的Moller算子和S算子,这些算子含有δ(p′c−
pc)保证了总动量的守恒. 普通字体Ω±和S适用于平移不变系统的相对运动, 或者固定势

运动. 用这种方法我们保证Ω±和S总有相同的结构;特别是它们矩阵元不包含所有动量守

恒的δ函数. 在这两种情况中, On-shell T矩阵M(p′ ← p)定义,并且不包含δ函数.

8.3.4 各种参考系下的截面

两体散射截面可以定义在各种参考系下. 大部分实验的靶粒子在初始时刻都是静止

的. 因此由这个条件所定义的参考系叫做实验系. 为了理论上的目的, 最方便的参考系是

静止的质心. 这种参考系叫做质心系. 在某些情况下, 有必要讨论两个任意动量运动粒子

的参考系.

我们发现,截面可以定义成被散射到立体角dΩ内的粒子数在所有参考系中均有

noutdΩ(p1, p2) = Jin(p1, p2)dσ(p1, p2)

式中两粒子初始动量p1和p2必须保证在同一个参考系中, 所有的物理量都在此参考系中

测量.

我们首先在质心系中考虑一个散射过程. 在上章我们知道散射带任意dΩ的粒子流正

比于入射粒子流密度Jin. 所以我们在质心系中可以定义截面σ(dΩ← p1, p2).

这样定义的质心系截面保证了关系式noutdΩ = Jindσ成立.我们现在在另一个参考系

里观测同样的一个碰撞过程. 为了确定我们观测到的物理量,我们必须考虑如何将上式所

含的物理量从一个参考系变换到另一个参考系. 质心系O观测的动量为p1, p2(显然质心系

中必须有p1 = −p2). 另一个参考系O′中观测到的动量记作p′1, p′2. 类似的在参考系O中的

立体角元dΩ在参考系O′中被称为dΩ′. 一般来说两个不同的参考系观测到的立体角大小

和方向都不相同. 但不管是哪个参考系观测者观测到的粒子数必定是相同的. 这就是说,

任意两个观测者O和O′

nout(dΩ′ ← p′1, p′2) = nout(dΩ← p1, p2)

nout是不变的.

现在考虑入射流Jin的变换. 首先我们假设第二个参考系中的入射动量p′1和p′2在同一

直线上(例如在实验系中). 在这种情况下, 穿过垂直于入射动量方向的单位面的入射粒子
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总数在两个参考系中是相同的,也就是说两个参考系中观测到的入射流是一样的

Jin(p′1, p′2) = Jin(p1, p2) (8.80)

我们考虑某个参考系, 在此参考系中两个粒子倾斜的靠近. 但根据入射流的定义, 入射流

是垂直于入射粒子和靶的相对运动放的入射流密度,在任何参考系中Jin(p′1, p′2)和Jin(p1, p2)完

全相同. 所以对于任何参考系(8.80)式总是成立的.

现在我们已经在质心系中定义了截面, 散射粒子数密度由关系noutdΩ = Jindσ给出.

而物理量nout和Jin在所有参考系中测量到的结果是不变的. 所以我们可以在任意参考系

中定义截面,使得noutdΩ = Jindσ. 用
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