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1 置换群与全同粒子

1.1 置换

n 个客体排列次序的变换称为置换，n 个客体一共有 n! 个不同的置换。置换可以用 2×n 矩

阵来描述

R =

(
1 2 · · · j · · · n

r1 r2 · · · j · · · rn

)

例如置换群元素 R 作用在基函数 Ψ = (φ1 φ2 φ3), R =

(
1 2 3

2 3 1

)
得到

RΨ =

(
1 2 3

2 3 1

)
(φ1 φ2 φ3) = (φ3 φ1 φ2)

置换乘法的定义为相继做两次置换，在这个定义上，置换构成群。

有一类特殊的置换，n− l 个客体保持不变，l 个客体顺序变换，形成一个循环，l 称为轮换

长度。

(a1 a2 · · · al) =

(
a1 · · · al−1 al b1 · · · bn−l

a2 · · · al a1 b1 · · · bn−l

)
用行矩阵描述轮换，数字排列次序不能改变，但可以顺序变换

(a b c · · · p q) = (b c · · · p q a)

长度为 1 的轮换是恒等变换，长度为 2 的轮换称为对换，对换满足

(a b) = (b a), (a b)2 = E

长度为 l 的轮换它的 l 次自乘等于恒元，即它的阶数为 l。没有公共客体的轮换，乘积次序可以

交换。
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任何一个置换都可以唯一地分解为没有公共客体的轮换乘积。例如

R =

(
1 2 3 4 5

3 4 5 2 1

)
= (1 3 5)(2 4) = (2 4)(1 3 5)

把置换分解为没有公共客体的轮换乘积时，各轮换长度的集合称为该轮换的轮换结构。例如上例

R = (1 3 5)(2 4)轮换结构为 (3, 2)

把一个正整数 n 分解成若干个正整数之和，这样的正整数的集合称为 n 的一族配分数。例如：

1. n = 2 时可能的配分数为 (2), (12)

2. n = 3 时可能的配分数为 (3), (2, 1), (13)

n 个客体任意置换的轮换结构由一族配分数来描写：(l1, l2, · · · ),
∑

i li = n

1.2 置换群的类与生成元

我们知道一个元素的共轭元素为 SRS−1，把 R 置换的上下两行数字同时做 S 置换得到 R

置换的共轭元素 SRS−1。例如

S(a b c · · · d)S−1 = (sa sb · · · sd)

共轭不改变轮换长度，只改变轮换的客体编号。互相共轭的两个置换轮换结构相同。

设 R = (a1 a2 a3)(b1 b2) · · · (c1 c2 · · · cl) R′ = (d1 d2 d3)(e1 e2)(f1 f2 · · · fl)

存在 S =

(
a1 a2 a3 b1 b2 · · · c1 c2 · · · cl

d1 d2 d3 e1 e2 · · · f1 f2 · · · fl

)
∈ Sn

使得 SRS−1 = R′ 有相同轮换结构的两个置换必定相互共轭。所以置换群的类可以用轮换

结构来描写，置换的轮换结构则用配分数来描写。置换群的类数等于整数 n 分解为不同配分数

的数目。

如果置换群 Sn 的类包含 ν1 个 1 循环，ν2 个 2 循环，· · ·，νn 个 n 循环，即它的轮换结构为

(l) = (1ν1 , 2ν2 , · · · , nνn), ν1 + 2ν2 + · · ·+ nνn = n

类所包含的元素个数为

Cl =
n!

1ν12ν2 · · ·nνnν1!ν2! · · · νn!
在轮换每一客体处切断，轮换会分解为对换的乘积。一般地，长度为 l 的轮换可以分解为 l-1 个
对换的乘积，即

(a b c · · · t p q) = (a b)(b c) · · · (t p)(p q)

任何置换都可以分解为若干对换的乘积，分解方式虽然不唯一，但包含对换个数的奇偶性是确定

的：轮换长度确定了对换个数的奇偶性。置换分解为对换乘积时，对换数目是偶数的置换称为欧

置换，对换数目是奇数的置换称为奇置换。
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1. 恒元是偶置换

2. 偶置换乘奇置换为奇置换

3. 两个偶置换或两个奇置换相乘为偶置换

置换群所有偶置换的集合构成指数为 2 的不变子群，称为交变子群，奇置换的集合是陪集，商群
C2。商群的群表示是原群的非真实表示，所以 n > 1 时，Sn 除恒等表示以外，还有一维非恒等

表示，叫做反对称表示，表示矩阵的值叫做表示置换宇称，记作

δ(R) =

1 当 R 是偶置换

−1 当 R 是奇置换

为了方便，我们将不同客体之间的对换记作 Pa b = (a b)。任何置换都可以约化成无公共客体轮

换的乘积，任何轮换都可以分解成若干对换的乘积，而任何对换都可以表示为相邻客体的对换乘

积，例如

Pa a+k = Pa+1 a+kPa a+1P
−1
a+1 a+k

Pa+1 a+k = Pa+2 a+kPa+1 a+2P
−1
a+2 a+k

依次迭代下去，任何置换都可以表示为相邻客体的对换乘积。

引入长度为 n 的轮换 W = (1 2 · · · n)，则有

Pa a+1 = WPa−1 aW
−1 = W 2Pa−2 a−1W

−2 = · · · = W a−1P1 2W
−(a−1)

任何相邻客体的对换都可由 W 和 P1 2 生成。所以置换群的生成元是 W 和 P1 2，秩为 2

1.3 杨图杨表杨算符

1.3.1 杨图和杨表

有限群不等价不可约表示个数等于类的数目。置换群 Sn 的类可以用配分数来表述，值得注

意配分数描写的类和不可约表示没什么关系。

任取一组配分数 [λ] = [λ1, λ2, · · · , λm]

λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λm > 0,
m∑
j=1

λj = n

画一个 n 格的方格图，分成 m 行，左边对齐，第一行 λ1 个格子，第二行 λ2 个格子，依次下去。

这样画出来的图称为杨图。我们把格子数从上到下，从左到右依次增加的图叫正则杨图。

定义杨图的大小：对于两个杨图，由第一行开始比较它们的格子数，第一次出现格子数不同

时，格子大的杨图大于格子小的杨图。例如 S3 群杨图从大到小排列为
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[3] > [2, 1] > [13]

每个杨图都唯一对应于置换群 Sn 的一个不可约表示，不同杨图对应的不可约表示不等价。

杨图 [λ] 的行和列互换得到的杨图 [λ̃] 称为杨图 [λ] 的对偶杨图，对应的不可约表示称为对

偶表示。若杨图 [λ] = [λ̃] 则称为自偶杨图

对于给定杨图 [λ]，把 1 到 n 的 n 个自然数分别填入杨图的 n 个格子中，就得到一个杨表。
n 个格子的杨图对应有 n! 个杨表，只有那些在杨表的每一行从左往右从上到下依次递增的杨表
叫做正则杨表。

同样的可以定义正则杨表的大小：同一个杨图对应的正则杨表，从第一行开始逐行从左往右

开始比较他们的填数。第一次出现填数不同时，填数大的正则杨表大。例如杨图 [3, 2] 的杨表大

小顺序，从小到大为

1 2 3

4 5
< 1 2 4

3 5
< 1 2 5

3 4
< 1 3 4

2 5
< 1 3 5

2 4

杨图 [λ] 对应的不可约表示的维数或正则杨表个数由钩子定理给出：

图 1: 钩 子
路径

对杨图的第 i 行第 j 列格子，定义钩形数 hij，它等于一条钩形路径在杨图中经

过的格子数，这条路径从杨图第 i 行最右面的格子处进入杨图，向左走到第 i 行第 j
列格子处向下转弯，从第 j 列最下面的格子处离开杨图。把每个格子对应的钩形数
填入杨图中得到钩形数表，用总的排列数 n! 除以钩形数乘积就是杨图 [λ] 对应的杨

表个数。

d[λ] =
n!∏
ij hij

可以看到所有 n 格杨图正则杨表数的平方和正好等于 n!∑
[λ]

[d[λ](Sn)]
2 = n!

1.3.2 杨算符

横向置换：对于给定杨表同行客体的置换，第 j 行横向置换 Pj 共有 λj! 个，横向置换的乘

积还是横向置换。横算符：所有横向置换之和称为横算符 P

P =
∑

P =
∑∏

j

Pj =
∏
j

[
∑

Pj]

同样的，定义纵向置换：同列数字间的置换称为该杨表的纵向置换。若杨图第 k列有 τk 格子，则

第 k 列总想置换 Qk 共有 τk 个纵算符：所有纵向置换 Q 乘以它的置换宇称 δ(Q) 后相加，称为
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该杨表的纵算符 Q

Q =
∑

δ(Q)Q =
∑∏

k

δ(Qk)Qk =
∏
k

[
∑

δ(Qk)Qk]

对于给定杨表，横算符和纵算符的乘积称为该杨表的杨算符 Y
例如计算杨表 1 2 3

4 3
的杨算符

Y = {E + (12) + (13) + (23) + (123) + (321)}{E + (45)}{E − (14)}{E − (25)}

在具体写出横算符时，通常先把每一行的所有横向置换加起来，然后把不同行的横向置换之和乘

起来。同样的，具体写出纵算符时，先把每一列的所有总想置换乘上各自的置换宇称后相加，然

后把不同列的纵向置换的代数和乘起来。

由于置换群的共轭关系是改变置换客体，若置换 S 把杨表 Y 变成杨表 Y ′，则相应的杨算符

满足共轭关系 Y ′ = SYS−1。例如

杨表 Y = 1 3 5
2 4

，杨表 Y ′= 1 2 3
4 5

，S =

(
1 3 5 2 4

1 2 3 4 5

)

SYS−1 = Y ′, SPS−1 = P ′, SQS−1 = Q′

杨算符是置换群元素的代数和，也是置换群群代数的矢量。

Y =
∑
R∈Sn

F (R)R

这里群代数矢量展开系数 F (R) 只能取 1,-1,0. 横向置换恒元系数为 1，纵向置换 Q 和 PQ 的系
数为 Q 的置换宇称 δ(Q).

这里介绍几个杨算符的性质

1. 杨算符对于左乘横向置换保持不变，对右乘纵向置换产生一个宇称因子 δ(Q)

PY = Y , QY = δ(Q)Y

2. 若 T0 同时是杨算符 Y = PQ 的横向对换和杨算符 Y ′ = P ′Q′ 的纵向对换，则有

Y ′Y = 0

证明很简单 Q′P = Q′T0P = −Q′P = 0

3. 若杨图 Y ′ < Y，则杨算符 Y ′ 左乘杨算符 Y 得零

Y ′Y = 0, Y ′ < Y

证明利用性质 2 显然可以得到
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4. 对同一个杨图，若正则杨表 Y ′ 大于正则杨表 Y，则杨算符 Y ′ 左乘杨算符 Y 得零

Y ′Y = 0, Y ′ > Y

5. 对于同一个杨图，设填在杨表 Y ′ 同一列数字的都不在杨表 Y 的同一行，则把杨表 Y 变成
杨表 Y ′ 的置换 R 满足 R ∈ Y , R ∈ Y ′

6. 置换群元素 R /∈ Y 的充要条件是
R = P0RQ0

其中 P0, Q0 分别是杨表 Y 的某一个横向对换和纵向对换

1.3.3 置换群的幂等元

置换群群代数矢量 χ 如果满足

Pχ = δ(Q)χQ = χ

这里 PQ 是杨算符 Y 的任意横向置换和纵向置换，则 χ 与杨算符只差一个系数倍：χ = λY
有意思的地方来了，设群代数的任意矢量 χ，则有

YχY = λχY

这点上述性质很容易看到。

绕了一大圈，现在终于可以得到一个重要的结论

定理 1.3.1 杨算符 Y 满足
Y2 = λY ̸= 0

证明 1.3.1 第一个等号利用上述结论很容易看出，所以 Y2 = λY 是成立的，现在只需要说明
λ ̸= 0 以及计算出 λ

杨算符 Y 产生右理想 RY = YL 包含杨算符本身，所以右理想的维数 f ̸= 0。取置换群代数

的一组基底 xµ 其中前 f 个基底属于右理想 RY，其余 n!− f 个基底不属于此右理想。右理想中

任意矢量都可以看成杨算符和群代数中另一个矢量的乘积。

xµ = Yyµ, 1 ≤ µ ≤ f, yµ ∈ L, xµ ∈ RY

用杨算符作用在 xµ 上可以看成在置换群代数里的线性表示

Yxµ =
n!∑

ν=1

xνD̄νµ(Y)
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D̄(Y)是杨算符 Y 在群代数中的表示矩阵，该矩阵等价于正则表示，所以只有恒元才有非零 Trace

TrD̄(Y) = TrD̄(E) = n!

而 Yxµ 在右理想里，表示空间应该约束在右理想。也就是说

D̄νµ(Y) = 0, ν > f

当 µ ≤ f 时

Yxµ = Y2yµ = λYyµ = λxµ, µ ≤ f

所以当 µ ≤ f 时，D̄νµ(Y) = λδνµ

D̄(Y) =

(
λI M

0 0

)
, T rD̄(Y ) = fλ

比较两个迹得到

λ =
n!

f

f 是右理想维数

可以看到 a = f
n!
Y 是置换群的原始幂等元，很自然的，我们会思考，是否存一组相互正交的原始

幂等元，使得每个理想相互之间没有公共元素。

推论 1.3.1 对于同一杨图，设填在杨表 Y ′ 的同一列数字在杨表 Y 中都不填在同一行，则相应
杨算符乘积 Y ′Y ̸= 0

推论 1.3.2 杨算符 Y 和 Y ′ 生成的最小左理想等价的充要条件是他们对应杨图相同

不等价不可约表示可以用杨图 [λ] 来标记。

推论 1.3.3 对应不同杨图的杨算符 Y 和 Y ′ 相互正交，YY ′ = Y ′Y = 0

不同杨图相互正交，但相同杨图不同杨表不一定相互正交，对于 n ≥ 5 的情况下，确实存在不正

交的杨算符。

例如 n = 5

杨表 Y1

1 2 3

4 5

杨表 Y2

1 2 4

3 5

杨表 Y3

1 2 5

3 4

杨表 Y4

1 3 4

2 5

杨表 Y5

1 3 5

2 4

依次从小到大排序，由于之前的结论，杨表大的杨算符左乘杨表小的杨算符为 0，而杨表小的杨
算符左乘杨表大的杨算符不一定为 0,

Y1Y5 ̸= 0
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为了解决这种非正交化问题，我们需要一套正交化手续。

对于给定杨图 [λ] 如果 d 个正则杨算符 Yµ 不完全正交，我们希望选择一个合适的群代数矢

量 yµ 右乘到杨算符 Yµ 上，使得

eµ =
f

n!
Yµyµ, eµeν = δµνeµ

f 是杨算符 Yµ 生成右理想的维数。上式实际上要求

QµyµPν = δµνQµPµ, 1 ≤ µ ≤ d, 1 ≤ ν ≤ d

定义一个把正则杨表 Yν 变成正则杨表 Yµ 的置换 Rµν，满足下列关系

RµρRρν = Rµν , Rµµ = E, RµνYν = Yµ, RµνPν = PµRµν , RµνQν = QµRµν

当 YµYµ ̸= 0 时，Rµν = P
(µ)
ν Q

(µ)
ν ，这里 P

(µ)
ν 和 Q

(µ)
ν 分别是杨表 Yν 的横向置换和纵向置换。上

指标代表它们与杨表 Yµ 有关。令

Pµν =

P
(µ)
ν , YµYν ̸= 0

0, YµYν = 0

当 YµYν ̸= 0 时

PµνQν = RµνQν(Q
(µ)
ν )−1 = QµPµν

PνPµν = PµνPν = Pν

YµPµν = RµνYν(Q
(µ)
ν )−1 = δ(Q(µ)

ν )RµνYν

可以看到满足正交关系的 yµ 满足

yµ = E −
d∑

ρ=µ+1

Pµρyρ, yd = E, µ ≤ d

这里我们利用数学归纳法证明上式满足正交关系

证明 1.3.2 显然 µ = d 时，yd = E 显然满足正交关系。现在我们假设 µ > τ 时，正交关系成立，

现在只需要证明，µ = τ 时，正交关系也成立

QτyτPν = QτPν −
d∑

ρ=τ+1

QτPτρyρPν

= QτPν −
d∑

τ+1

PτρQρyρPν

= QτPν −
d∑

ρ=τ+1

PτρδρνQρPρ

=


0 ν < τ

QτPτ ν = τ

QτPν − PτνQνPν = ν > τ
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证毕！

定理 1.3.2 设 y
[λ]
µ 是对应杨图 [λ] 的正则杨算符，互相政教的原始幂等元为

e[λ]µ =
d[λ]
n!

Y [λ]
µ y[λ]µ , 1 ≤ µ ≤ d[λ]

是完备的，恒元可按这些原始幂等元分解：

E =
1

n!

∑
[λ]

d[λ]

d[λ]∑
µ=1

Y [λ]
µ y[λ]µ

证明 1.3.3 对于给定杨图的 d[λ] 个相互正交的原始幂等元 e
[λ]
µ ，这些原始幂等元生成的不可约表

示空间是 f[λ] 维的。因为有限群不可约表示的重数等于表示的维数，所以必定有

d[λ] ≤ f[λ]

又由于有限群不可约表示维数平方和等于群阶数得到 d[λ] = f[]λ

1.3.4 置换群不可约表示矩阵和特征标以及不可约基

之前我们定义了两个杨表之间的置换 Rµν，这样我们可以定义 d2 个基

P [λ]
νµ = e[λ]ν Rνµe

[λ]
µ = Rνµe

[λ]
µ

这组基满足下列性质

1. 传递性：P [λ]
νρP [λ′]

λµ = δλλ′δρλP [λ]
νµ

2. 正交性：Pλ
µµPλ′

νν = δλλ′δµνP [λ]
µµ

3. 幂等性：P [λ]
µµP [λ]

µµ = P [λ]
µµ

4. 完备性：
∑

λµP
[λ]
µµ = E

可以看到，P [λ]
µµ 是幂等元。又由投影算符的性质可以知道，µ 固定时 d 个基底 Pνµ 架设左理想

Lµ，当 ν 固定时，d 个基底 Pνµ 架设右理想 Rν。

例如 S3 群：

例 1.3.1 杨图 [3] 只有一个正则杨表，对应的是一维恒等表示，不可约基为

1 2 3 P [3] = e[3] = {E + (12) + (23) + (31) + (123) + (321)}/6

杨图 [2, 1] 有两个正则杨表，对应的是二维表示
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1 2

3
P [2,1]

11 = e
[2,1]
1 R11e

[2,1]
1 = R11e

[2,1]
1 = {E + (12)− (13)− (213)}/3

1 3

2
P [2,1]

22 = e
[2,1]
2 R22e

[2,1]
2 = R22e

[2,1]
2 = {E + (13)− (12)− (312)}/3

另外两个基底

P [2,1]
21 = e

[2,1]
2 R21e

[2,1]
1 = R21e

[2,1]
1 = (23)e

[2,1]
1 = {(23) + (321)− (231)− (21)}/3

P [2,1]
12 = e

[2,1]
1 R12e

[2,1]
2 = R12e

[2,1]
2 = (23)e

[2,1]
2 = {(23) + (231)− (321)− (31)}/3

P [2,1]
11 和 P [2,1]

21 架设一个二维表示，P [2,1]
12 和 P [2,1]

22 架设另一个二维表示，这两个表示相互等价。

我们计算一下对换 P12 和 P23 的表示矩阵

P12P [2,1]
11 = {E + (12)− (13)− (213)}/3 = P [2,1]

11

P12P [2,1]
21 = −{E − (13) + (23)− (123)}/3 = −P [2,1]

11 − P [2,1]
21

P23P [2,1]
12 = {E + (13)− (12)− (231)}/3 = P [2,1]

22

P23P [2,1]
22 = {(23) + (231)− (321)− (13)}/3 = P [2,1]

12

所以 P12 和 P23 的表示矩阵为

D[2,1](P12) =

(
1 −1

0 −1

)
, D[2,1](P23) =

(
0 1

1 0

)

杨图 [13] 只有一个正则杨表，对应的一维表示是反对称表示，表示矩阵元素等于该元素的置换宇

称
1

2

3

P [13] = e[1
3] = {E − (12)− (23)− (31) + (123) + (321)}/6

1.3.5 不可约正交表示

我们知道杨算符是置换群的原始幂等元，用 Yr 表示不可约表示 [λ]的第 r 个正则杨表，|Y [λ]
r

表示正交表示 [λ] 的基。我们定义对换 Pk−1 k 的轴距：

定义 1.3.1 正则杨表 Y [λ]
r 中，从填 k−1 的格子到填 k 的格子，向左或向下数一个方格记为 +1，

向右或者向下记为-1，这样数出的代数和称为数字 k − 1 到 k 的轴距。

若 k − 1 和 k 不在正则杨表 Y [λ]
r 的同一行或同一列，则 Pk−1 k 把正则杨表 Y [λ]

r 变成 Y [λ]
s

Pk−1 kY [λ]
r = Y [λ]

s

对换 Pk−1 k 在正交表示中的表示矩阵按照如下规则写出
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1. 当 k − 1 和 k 在杨表 Y []λ
r 的同一行或同一列，则

Pk−1 k|Y [λ]
r ⟩ = −µ|Y [λ]

r ⟩

2. 当 k − 1 和 k 不再杨表 Y [λ]
r 的同一行或同一列，则

Pk−1 k|Y [λ]
r ⟩ = − 1

µ
|Y [λ]

r ⟩+
√
µ2 − 1

|µ|
|Y [λ]

s ⟩

例如 S3 群的正交表示

例 1.3.2 对于杨图 [3]

P12|Y [3]⟩ = |Y [3]⟩

P23|Y [3]⟩ = |Y [3]⟩

所以 |Y [3]⟩ 荷载一维恒等表示，表示矩阵为

D[3](P12) = 1, D[3](P23) = 1

对于杨图 有两个不同的杨表 1 2

3
， 1 3

2
, 分别记为 Y [2,1]

1 和 Y [2,1]
2

P12|Y [2,1]
1 ⟩ = |Y [2,1]

1 ⟩

P12|Y [2,1]
2 ⟩ = −|Y [2,1]

2 ⟩

P23|Y [2,1]
1 ⟩ = −1

2
|Y [2,1]

1 ⟩+
√
3

2
|Y [2,1]

2 ⟩

P23|Y [2,1]
2 ⟩ = 1

2
|Y [2,1]

1 ⟩+
√
3

2
|Y [2,1]

2 ⟩

所以可以得到 S3 的二维不可约正交表示

D[2,1](P12) =

(
1 0

0 −1

)
, D[2,1](P23) =

(
−1

2

√
3
2√

3
2

1
2

)
对于杨图 [13]

P12|Y [13]⟩ = −|Y [13]⟩

P23|Y [13]⟩ = −|Y [13]⟩

可以看到对于杨图 [13]，置换群 S3 的为全反对称表示。

有了不可约正交表示矩阵，可以通过投影算符

P [λ]
rs =

d[λ]
n!

∑
R∈Sn

D[λ]
rs (R)R

它作用在置换基上，得到杨图 [λ] 对应的表示波函数。

假设 n 粒子系统的波函数为 ϕ(1, 2, · · · , n)，则对称性 [λ] 的 d[λ] 波函数为 (固定 s)

ψ[λ]
rs = P [λ]

rs ϕ(1, 2, · · · , n) =
d[λ]
n!

∑
R∈Sn

D[λ]
rs (R)Rϕ(1, 2, · · · , n)
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1.4 全同粒子

我们考虑 N 个全同粒子。哈密顿函数写成

H = H(1, 2, · · · , N)

其中 1 = x1, σ1, · · · 表示各个粒子的位置坐标和自旋自由度。同样的，我们可以写出 N 粒子波

函数形式

ψ = ψ(1, 2, · · · , N)

对换 Pij 表示将 N 粒子波函数的 i 和 j 对换

Pijψ(· · · , i, · · · , j · · · ) = ψ(· · · , j, · · · , i, · · · )

如果哈密顿满足全同性，哈密顿在置换 P 下保持不变

PH = HP, P ∈ SN

所有的置换都可以分解成无公共客体的轮换，所有的轮换都可以分解成对换，根据对换个数奇偶

可以分成奇偶置换。

1. 对于每一个置换都有 ⟨φ|ψ⟩ = ⟨Pφ|Pψ⟩

2. 置换的伴算符定义为 ⟨φ|Pψ⟩ = ⟨P †φ|ψ⟩ 根据上列两个性质可以看到 P †P = 1

3. 任何满足 N 粒子全同对称性的算符 S(1, · · · , N) 都有

[P, S] = 0

反之也成立

物理上要求所有的物理算符必须是全同对称性的。因此在实验上无法区分 ψ 和 Pψ。问题出现在

是否所有的 N ! 个态在自然界都是可实现的？

事实上，只有全对称态 ψs 和全反对称态 ψa 扮演一个重要的角色。根据置换群性质，全反

对称态满足

Pijψ(1, 2, · · · , N) = ±ψ(1, 2, · · · , N)

当 ψ = ψs 时，取 +，当 ψ = ψa 时，取 −。这是实验上真实存在的两类粒子，玻色子和费米子。
玻色子有整数自旋，费米子有半整数自旋。

1. 全同粒子对称性并不改变时序

ψ(t) = T exp(− i

h̄

∫ t

0

dt′H(t′))ψ(0) ⇒ Pψ(t) = T exp[− i

h̄

∫ t

0

dt′H(t′)]Pψ(0)

12



2. 任意置换算符 P 与全对称态和全反对称态的关系

Pψs = ψs

Pψa = δ(P )ψa

δ(P ) 表示置换 P 的置换宇称

例 1.4.1 (3 粒子系统) 我们考虑一个仅仅与位置有关的 3 粒子系统

ψ(1, 2, 3) = ψ(x1, x2, x3)

置换群 S3 一共有 3! = 6 个置换元素

S3 = {E, (12), (13), (23), (123), (132)}

任意态可以表示成

|ψ⟩ =
∑

x1,x2,x3

|x1⟩1|x2⟩2|x3⟩3ψ(x1, x2, x3), ψ(x1, x2, x3) = (⟨x1|1⟨x2|2⟨x3|3)|ψ⟩

置换群元素 P 置换了粒子编号

(123)|ψ⟩ =
∑

x,x2,x3

|x1⟩2|x2⟩3|x3⟩1ψ(x1, x2, x3)

=
∑

x1,x2,x3

|x3⟩1|x1⟩2|x2⟩3ψ(x1, x2, x3)

做一个坐标替换 x1 → x2, x2 → x3, x3 → x1

(123)|ψ⟩ =
∑

x1,x2,x3

|x1⟩1|x2⟩2|x3⟩3ψ(x2, x3, x1)

若态 |ψ⟩ 有波函数 ψ(x1, x2, x3)，则 P |ψ⟩ 有波函数 Pψ(x1, x2, x3)。粒子在置换下交换。最后我

们计算一下 S3 的基函数

给一个直积态 |a⟩|b⟩|c⟩，这里为了方便，我们约定粒子标号不再标出，而是用直积的顺序表
示粒子标号，第一个粒子在直积第一个位置上，第二个粒子在直积第二个位置上。

对于杨图 [3] 对应的杨表只有一个， 1 2 3 ，根据轴距定理可以写出正交表示

(12)|Y [3]⟩ = |Y [3]⟩

(23)|Y [3]⟩ = |Y [3]⟩

其余置换可以用上述两对换相乘来表出，显然这是一个一维恒等表示，叫全对称表示。利用投影

算符表达式

P [λ]
rs =

d[λ]
n!

∑
R∈Sn

D[λ]
rs (R)R
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可以写出一维恒等表示 (全对称表示) 的基函数

P [3]|a⟩|b⟩|c⟩ = 1

6
(|a⟩|b⟩|c⟩+ |b⟩|a⟩|c⟩+ |a⟩|c⟩|b⟩+ |c⟩|b⟩|a⟩+ |c⟩|a⟩|b⟩+ |b⟩|c⟩|a⟩)

这里没有考虑归一化问题，考虑归一化，系数应该修正为 1√
6

对于杨图 [13]，对应杨表也只有一个， 1

2

3

，同样可以写出正交表示

(12)|Y [13]⟩ = −|Y [13]⟩

(23)|Y [13]⟩ = −|Y [13]⟩

置换群 S3 的置换元素都可表成上述俩对换的乘积形式，所以我们得到了全反对称表示

P |Y [13]⟩ = δ(P )|Y [13]⟩

同样的，利用投影算符作用在直积态上得到全反对称表示 (一维非恒等表示) 的基函数

P [13]|a⟩|b⟩|c⟩ = 1

6
(|a⟩|b⟩|c⟩ − |b⟩|a⟩|c⟩ − |a⟩|c⟩|b⟩ − |c⟩|b⟩|a⟩+ |c⟩|a⟩|b⟩+ |b⟩|c⟩|a⟩)

对于杨图 [2, 1]，对应的杨表有两个，Y [2,1]
1 = 1 2

3
和 Y [2,1]

2 = 1 3

2
，同样的轴距定理写

出正交表示

(12)|Y [2,1]
1 ⟩ = |Y [2,1]

1 ⟩

(12)|Y [2,1]
2 ⟩ = −|Y [2,1]

2 ⟩

(23)|Y [2,1]
1 ⟩ = −1

2
|Y [2,1]

1 ⟩+
√
3

2
|Y [2,1]

2 ⟩

(23)|Y [2,1]
2 ⟩ =

√
3

2
|Y [2,1]

1 ⟩+ 1

2
|Y [2,1]

2 ⟩

所以对换 (12) 和 (23) 的正交表示矩阵为

D[2,1](12) =

(
1 0

0 1

)
, D[2,1](23) =

(
−1

2

√
3
2√

3
2

1
2

)
置换群其余元素均可由上述俩对换乘法得到。同样的根据投影算符作用在直积态上，可以得到两

组二维表示基函数 P [2,1]
11 |a⟩|b⟩|c⟩ = 1

6
[2|a⟩|b⟩|c⟩ − |b⟩|c⟩|a⟩ − |c⟩|a⟩|b⟩+ 2|b⟩|a⟩|c⟩ − |a⟩|c⟩|b⟩ − |c⟩|b⟩|a⟩]

P [2,1]
21 |a⟩|b⟩|c⟩ =

√
3
6
[|b⟩|a⟩|c⟩ − |c⟩|a⟩|b⟩+ |a⟩|c⟩|b⟩ − |c⟩|b⟩|a⟩] P [2,1]

12 |a⟩|b⟩|c⟩ =
√
3
6
[−|b⟩|c⟩|a⟩+ |c⟩|a⟩|b⟩+ |a⟩|c⟩|b⟩ − |c⟩|b⟩|a⟩]

P [2,1]
22 |a⟩|b⟩|c⟩ = 1

6
[2|a⟩|b⟩|c⟩ − |b⟩|c⟩|a⟩ − |c⟩|a⟩|b⟩ − 2|b⟩|a⟩|c⟩+ |a⟩|c⟩|b⟩+ |c⟩|b⟩|a⟩]

这两组二维基底，分别假设两个等价二维表示
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从三粒子系统推广到 N 粒子系统，给定 N 个单粒子态 |1⟩, |2⟩, · · ·，粒子标号表示成下角标
|i⟩, |i⟩2, · · · , |i⟩α, · · · , |i⟩N。这样我们可以把 N 粒子系统基底态写成

|i1, · · · , iN⟩ = |i1⟩1 · · · |iN⟩N

其中粒子 α 的态是 |iα⟩α。假设这一组 {|i⟩} 是完备的，根据投影算符可以写出全反对称 (一维非
恒等表示) 的投影算符

S+ =
√
N !P [N ] =

1√
N !

Y [N ] =
1√
N !

∑
P∈Sn

P

S− =
√
N !P [1N ] =

1√
N !

Y [1N ] =
1√
N !

∑
P∈Sn

δ(P )P

这里为了保证波函数 |S±ψ⟩ 的归一化，在投影算符前乘了
√
N ! 这个因子。为了区分，我们把

P [λ]
rs 叫投影算符，把 S± 叫玻色 (费米) 投影算符。值得注意 P [3] 和 P [13] 都是幂等元。δ(P ) 是

置换 P 的置换宇称。由于重排定理，我们可以得到

PSN = SNP = SN , PS+ = S+P = S+, PS− = S−P = δ(P )S−

显然对于全反对称，任意对换 Pij 都有

PijS−|i1, · · · , iN⟩ = −S−|i1, · · · , iN⟩

如果 |i1, ·, iN⟩ 包含的单粒子态不止出现了一次，S+|i1, · · · , iN⟩ 不再是归一化良好的态。我们假
设第一个态出现了 n1 次，第二个态出现了 n2 次，以此类推。因为 S+|i1, · · · , iN⟩包含的项数一共
有 N !项，其中只有 N !

n1!n2!··· 是不同的，在这不同项内部，分别有 n1, n2, · · · 项。因为 S+|i1, · · · , iN⟩
包含了 N ! 项，其中有 N !

n1!n2!··· 是不同的。在这不同项内部，第一个态一共有 n1! 种排列，第二个

态一共有 n2! 种排列，以此类推。所以

|i1, · · · , iN⟩ =
n1!⊗
k1=1

|a1⟩k1
n2!⊗
k2=1

|a2⟩k2 · · ·
nj !⊗
kj=1

|aj⟩kj

S+|i1, · · · , iN⟩ =
1√
N !

∑
P∈Sn

P

n1!⊗
k1=1

|a1⟩k1
n2!⊗
k2=2

|a2⟩k2 · · ·
nj !⊗
kj=1

|aj⟩kj

=
n1!n2! · · ·nj!√

N !

∑
P̃∈Sj

P̃

n1!⊗
k1=1

|a1⟩k1
n2!⊗
k2=2

|a2⟩k2 · · ·
nj !⊗
kj=1

|aj⟩kj

一共有 j 个不同的单粒子态，个数分别为 n1, n2, · · · , nj，P̃ 表示不同单粒子态之间的置换群元
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素 Sj。所以全对称态的范数为

∥S+|i1, · · · , iN⟩∥2 = ⟨i1, · · · , iN |S†
+S+|i1, · · · , iN⟩

=
(n1!n2!, · · · , nj!)

2

N !

∑
P̃∈Sj ,P̃ ′∈Sj

n1!⊗
k1=1

⟨a1|k1 · · ·
nj !⊗
kj=1

⟨aj|kj P̃ ′†P̃

n1!⊗
k1=1

|a1⟩k1 · · ·
nj !⊗
kj=1

|aj⟩kj

=
(n1!n2!, · · · , nj!)

2

N !

∑
P̃∈Sj

1 =
(n1!n2!, · · · , nj!)

2

N !

N !

n1!n2!, · · · , nj!

= n1!n2! · · ·

第二个等号利用了单粒子态的完备正交关系，第三行则是利用了置换群 Sj 的阶数为
N !

n1···nj !
. 所

以归一化的全对称投影算符应该修改成

1√
n1!n2! · · ·

S+|i1, · · · , iN⟩ =
1

N !n1!n2! · · ·
∑
P∈Sn

P |i1, i2, · · · , iN⟩

我们知道一维全对称表示投影算符和一维全反对称表示投影算符为

P [N ] =
1

N !

∑
P∈Sn

D[N ](P )P =
1

N !

∑
P∈Sn

P =
1

N !
Y [N ]

P [1N ] =
1

N !

∑
P∈Sn

D[1N ](P )P =
1

N !

∑
P∈Sn

P =
1

N !
Y [1N ]

我们知道杨算符是原始幂等元，满足关系式 Y [λ]Y [λ] = n!
d[λ]

Y [λ]. d[λ] 是杨图 [λ] 对应杨表的个数，

也是 Y [λ] 生成左理想的维数，也是不可约表示 [λ] 的维数。所以玻色 (费米) 投影算符满足关系
式

S2
+ = N !P [N ]P [N ] =

1

N !
Y [N ]Y [N ] = Y [N ] =

√
N !S+

S2
− = N !P [1N ]P [1N ] =

1

N !
Y [1N ]Y [1N ] = Y [1N ] =

√
N !S−

事实上，用重排定理很容易得到上述结果

S2
+ =

1√
N !

∑
P∈Sn

PS+ =
1√
N !

∑
P∈Sn

S+ =
√
N !S+

S2
− =

1√
N !

∑
P∈Sn

δ(P )PS− =
1√
N !

∑
P∈Sn

δ(P )2S− =
√
N !S−

利用这个等式可以证明，任意对称态都可以用对称化基展开：考虑任意一个 N 粒子系统，我们

用 |i1⟩ · · · |iN⟩ 展开它

|z⟩ =
∑

i1,··· ,iN

|i1⟩ · · · |iN⟩⟨i1, · · · iN |z⟩ =
∑

i1,··· ,iN

|i1⟩ · · · |iN⟩ci1,··· ,iN
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我们记 ci1,··· ,iN = ⟨i1, · · · iN |z⟩ 利用玻色 (费米) 投影算符 S± 可以得到

S±|z⟩ =
∑

i1,··· ,iN

S±|i1⟩ · · · |iN⟩ci1,··· ,iN =
∑

i1,··· ,iN

|i1⟩ · · · |iN⟩S±ci1,··· ,iN

利用 S2
± =

√
N !S± 可以得到

S±|z⟩ =
1√
N !

∑
i1,··· ,iN

S±|i1⟩ · · · |iN⟩(S±ci1,··· ,iN )

2 二次量子化

2.1 玻色子

之前已经讨论过相同单粒子态，不同占据数的情况

|n1, n2, · · · ⟩ =
1√

n1!n2! · · ·
S+|i1, i2, · · · , iN⟩

这里 n1 是单粒子态 1 出现的次数，n2 是单粒子态 2 出现的次数，以此类推。用占有数来说，n1

是单粒子态 1 所占据的粒子数，n2 是单粒子态 2 占据的粒子数。所有的占据数之和必须等于总

粒子数
∞∑
i=1

ni = N

除去这个约束条件，占据数 ni 可以取任意自然数值。因子
1√

n1!n2!···
和 S+ 里的

1√
N !
保证了

|n1, n2 · · · , ⟩ 归一化。这些态形成了一个 N 粒子完全对称的完备集。通过线性叠加，可以构造任

意想要的 N 粒子对称态。

对于 N = 0, 1, 2, · · · 我们可以得到一个完备正交系统，满足完备正交条件

⟨n1, n2, · · · |n′
1, n

′
2, · · · ⟩ = δn1,n′

1
δn2,n′

2
· · ·

完备性条件： ∑
n1,n2,···

|n1, n2, · · · ⟩⟨n1, n2, · · · | = 1

这个扩展的空间是一个个粒子空间的直和

H =
∞⊕

N=0

FN

迄今为止，我们考虑的所有算符仅仅作用在一个固定粒子数的子空间里。将 p, x 等等算符作用

在 N 粒子态上得到的依旧是 N 粒子态。我们现在定义产生湮灭算符，这种算符能使 N 粒子态

的粒子数 ±1。

a†i | · · · , ni, · · · ⟩ =
√
ni + 1| · · · , ni + 1, · · · ⟩

17



很自然，可以证明

ai| · · · , ni, · · · ⟩ =
∞∑

n′
i=0

| · · · , n′
i, · · · ⟩⟨· · · , ni, · · · |ai| · · · , ni, · · · ⟩

=
∞∑

n′
i=0

| · · · , n′
i, · · · ⟩

√
n′
i + 1δn′

i+1,ni

=


√
ni| · · · , ni − 1, · · · ⟩ 当ni ≥ 1

0 当ni = 0

可以看到 a†i 使得 |i⟩ 上的占据数增加 1，ai 使得 |i⟩ 上的占据数减少 1

ai| · · · , ni, · · · ⟩ =
√
ni| · · · , ni − 1, · · · ⟩, a†i | · · · , ni, · · · ⟩ =

√
ni + 1| · · · , ni + 1, · · · ⟩

这也是它们称为产生湮灭算符的缘故。上述的关系可以得到玻色对易关系

[ai, aj] = 0, [a†i , a
†
j] = 0, [ai, a

†
j] = δij

证明 2.1.1 对于 i = j 的情况，ai, a
†
i 分别和自身对易，显然满足 [ai, ai] = 0, [a†i , a

†
i ] = 0。

对于 i ̸= j 的情况，

aiaj| · · · , ni, · · · , nj, · · · ⟩ =
√
ni
√
nj| · · · , ni − 1, · · · , nj − 1, · · · ⟩

=
√
nj

√
ni| · · · , ni − 1, · · · , nj − 1, · · · ⟩

ajai| · · · , ni − 1, · · · , nj − 1, · · · ⟩

由于 | · · · , ni, · · · , nj, · · · ⟩是任意选取的，所以有 [ai, aj] = 0。同理可以得到 [a†i , a
†
j] = 0, [ai, a

†
j] = 0

对于 i = j 的情况

a†iai − aia
†
i | · · · , ni, · · · ⟩ = (

√
ni + 1

√
ni + 1−

√
ni

√
ni)| · · · , ni, · · · ⟩ = | · · · , ni, · · · ⟩

我们设定，基态就是真空态 |0⟩ = |0, 0, · · · ⟩
二粒子态为:

1√
2!
(a†i )

2|0⟩, a†ia
†
j|0⟩

依次类推，N 粒子态为

|n1, n2, · · · ⟩ =
1√

n1!n2! · · ·
(a†i )

n1(a†2)
n2 · · · |0⟩

由于 a†|n− 1⟩ =
√
n|n⟩，我们得到

∥a†|n− 1⟩∥ =
√
n

|n⟩ = 1√
n
a†|n− 1⟩

上式迭代下去即可得到一般 N 粒子系统产生算符形式
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2.2 玻色算符

2.2.1 粒子数算符

粒子数算符定义成

n̂i = â†i âi

粒子数算符本征方程可以写成

n̂i| · · · , ni, · · · ⟩ = ni| · · · , ni, · · · ⟩

粒子数算符的本征值正是单粒子态 i 的占据数。同样的可以定义总粒子数算符

N̂ =
∑
i

n̂i

把总粒子数算符作用在多粒子态 | · · · , ni, · · · ⟩ 上

N̂ |n1, n2, · · · ⟩ =
∑
i

ni|n1, n2, · · · ⟩

假设粒子之间没有相互作用，是自由粒子。|i⟩ 是单粒子哈密顿本征值为 ϵi 的本征态

H0 =
∑
i

Hi, Hi|i⟩ = ϵi|i⟩, Hi|ni⟩ = niϵi|ni⟩

H0|n1, n2, · · · ⟩ =
∑
i

Hi|n1, n2, · · · ⟩ =
∑
i

niϵi|n1, n2, · · · ⟩

所以可以把自由多粒子系统哈密顿写成

H0 =
∑
i

n̂iϵi

粒子数算符对易关系和性质和谐振子类似。

2.2.2 单体算符和多体算符

我们考虑一个 N 粒子系统算符，表示为一堆单体算符之和

T = t1 + t2 + · · ·+ tN =
∑
α

tα

例如单粒子动能项 tα = p2α
2m
和单粒子势能项 V (xα)。对于单粒子，单体算符 t 在基 |i⟩ 的矩阵元

素为

tij = ⟨i|t|j⟩

使得

t =
∑
i,j

|i⟩⟨i|t|j⟩⟨j| =
∑
i,j

tij|i⟩⟨j|
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对于全体 N 粒子系统

T =
∑
i,j

tij

N∑
α=1

|i⟩α⟨j|α

值得注意，tij 不带指标 α。这是因为 tij 的形式只与单粒子态 |i⟩, |j⟩有关，与粒子编号并无关系.
我们现在只需要关注

∑
i,j |i⟩α⟨j|α 在多粒子占据态上的行为。首先假设 i ̸= j∑

α

|i⟩α⟨j|α| · · · , ni, · · · , nj, · · · ⟩

=
∑
α

|i⟩α⟨j|αS+|i1, i2, · · · , iN⟩
1√

n1!n2! · · ·

= S+

∑
α

|i⟩α⟨j|α|i1, i2, · · · , iN⟩
1√

n1!n2! · · ·

最后一个等号是由于玻色投影算符和任何对称算符都对易。

S+ =
1√
N !

∑
P∈Sn

P

P 是置换群元素，由于 P 只改变单粒子态的排列顺序，对占据数并没有影响，所以置换 P 可以

和算符
∑

α |i⟩α⟨j|α 对易。如果 j 态是 nj 重占据的，那么将会产生 nj 个 |j⟩ 被 |i⟩ 替换的项。因
此 S+ 产生的结果是将 nj 个态 | · · · , ni + 1, · · · , nj − 1, · · · ⟩ 玻色对称化。为了保证归一化∑

α

|i⟩α⟨j|α| · · · , ni, · · · , nj, · · · ⟩

= S+

∑
α

|i⟩α⟨j|α|i1, i2, · · · , iN⟩
1√

n1!n2! · · ·

= nj

√
ni + 1

1
√
nj

| · · · , ni + 1, · · · , nj − 1⟩

=
√
nj

√
ni + 1| · · · , ni + 1, · · · , nj − 1⟩

= a†iaj| · · · , ni + 1, · · · , nj − 1, · · · ⟩

对于 i = j 项 ∑
α

|i⟩α⟨i|α| · · · , ni, · · · ⟩

= S+

∑
α

|i⟩α⟨i|α|i1, i2, · · · , iN⟩
1√

n1!n2! · · ·

= ni| · · · , ni, · · · ⟩

= a†iai| · · · , ni, · · · ⟩

所以对于任意 N 粒子数系统 ∑
α

|i⟩α⟨j|α = a†iaj
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对于任意单体算符

T =
∑
i,j

tija
†
iaj,其中tij = ⟨i|t|j⟩

对于自由系统而言，可以取基底为单粒子本征态，这样哈密顿是一个对角化的 Hij = ⟨i|H|j⟩ =
δijϵi

H0 = H1 +H2 + · · ·+HN

H =
∑
i,j

Hija
†
iaj =

∑
i

ϵia
†
iai

类似的，我们可以写出两体算符的二次量子化形式

F =
1

2

∑
α ̸=β

f (2)(xα, xβ)

这里为了避免重复求和，两体势函数前乘上了因子 1
2
.

F =
1

2

∑
α ̸=β

f (2)(xα, xβ)

=
1

2

∑
α ̸=β

∑
i,j,k,m

⟨i, j|f (2)|k,m⟩|α⟩α|j⟩β⟨k|α⟨m|β

同样的，我们只需要考察
∑

α ̸=β |i⟩α|j⟩β⟨k|α⟨m|β 的行为∑
α ̸=β

|i⟩α|j⟩β⟨k|α⟨m|β| · · · , ni, · · · , nj, · · · , nk, · · · , nm, · · · ⟩

= nknm
1

√
nk

1
√
nm

√
ni + 1

√
nj + 1| · · · , ni + 1, · · · , nj + 1, · · · , nk − 1, · · · , nm − 1, · · · ⟩

= a†ia
†
jakam| · · · , ni, · · · , nj, · · · , nk, · · · , nm · · · ⟩

对于 α = β 的情况，两体算符退化成单体算符，不再赘述。所以两体算符二次量子化形式可以

写成

F =
1

2

∑
i,j,k,m

⟨i, j|f (2)|k,m⟩a†ia
†
jakam

这里 ⟨i, j|f (2)|k,m⟩ 为

⟨i, j|f (2)|k,m⟩ =
∫∫

dxdy⟨i|x⟩⟨j|y⟩f (2)(x, y)⟨x|k⟩⟨y|m⟩

=

∫∫
dxdyφ∗

i (x)φ
∗
j(y)f(x, y)φk(x)φm(y)
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此外还有一种涵盖玻色子和费米子的证明方法，我们知道玻色子对易关系和费米子反对易关系

[ak, aj]± = δkj ∑
α̸=β

|i⟩α|j⟩β⟨k|α⟨m|β =
∑
α ̸=β

|i⟩α⟨k|α|j⟩β⟨m|β

=
∑
α,β

|i⟩α⟨k|α|j⟩β⟨m|β −
∑
α

δkj|i⟩α⟨m|α

= a†iaka
†
jam − [ak, a

†
j]±a

†
iam

= a†iaka
†
jam − a†i [ak, a

†
j]±am ([ak, a

†
j] 是 c 数)

= a†iaka
†
jam − a†iaka

†
jam ∓ a†ia

†
jakam

= ±a†ia
†
jakam = a†ia

†
jamak

对于玻色子取 (+)，对于费米子取 (−)

2.3 费米子

对于费米子，我们需要考虑反对称化的多粒子态 S−|i1, i2, · · · , iN⟩，可以利用 Slater 行列式
表示为

S−|i1, i2, · · · , iN⟩ =
1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣∣
|i1⟩1 |i1⟩2 · · · |ii⟩N

... |i2⟩2
. . . ...

|iN⟩1 |iN⟩2 · · · |iN⟩N

∣∣∣∣∣∣∣∣
如果有两个单粒子态相同，则结果为 0。这正是泡利不相容原理：两个全同费米子，不能占据相

同的状态。换句话说，所有的 iα 是不同的，反对称态正好归一化。此外我们有

S−|i2, i1, · · · ⟩ = −S−|i1, i2, · · · ⟩

这也是行列式的一般性质

这里我们同样的用占据数描述态，占据数取值只能是 0 或者 1。同样的表示态 1 的占据数是
n1，态 2 的占据数是 n2，以此类推

|n1, n2, · · · ⟩

没有粒子的态叫真空态，表示成

|0⟩ = |0, 0, · · · ⟩

注意真空态不是零向量

我们通过组合这些态来给出态空间，换句话说，对于不同的固定粒子数，态空间的直和构成

了希尔伯特空间。

H =
∞⊕
i=0

F i
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对于费米子，正是之前引入的 Fock 空间。在 Fock 表象里，粒子态内积定义成

⟨n1, n2, · · · |n′
1, n

′
2, · · · ⟩ = δn1,n′

1
δn2,n′

2
· · ·

对于相同粒子数，内积为 1，对于来自不同子空间粒子数不等的态，内积总是 0。这也是来自于
Wigner-Eckart 定理，不同子空间对应的基相互正交。


H = F0 ⊕F1 ⊕ · · ·

不同的对角块分别对应不同粒子数的 Fock 空间，不同粒子数 Fock 空间的表示基相互正交，这是群论所要求的。

同样的有完备性关系
1∑

n1,n2,···=0

|n1, n2, · · · ⟩⟨n1, n2, · · · | = 1

这里我们希望引入产生算符 a†i。这些产生算符必须被定义成，两次连续作用后为 0. 进一步说，
它们的顺序至关重要。我们如下定义产生算符 a†i

S−|i1, i2, · · · , iN⟩ = a†i1a
†
i2
· · · a†iN |0⟩

S−|i2, i1, · · · , iN⟩ = a†i2a
†
i1
· · · a†iN |0⟩

上下两式差一个负号，所以有反对易关系

{a†i , a
†
j} = 0

这也意味着双占据态 (a†i )
2 = 0

为了方便我们定义对易子和反对易子

{A,B} = [A,B]+ = AB +BA

[A,B] = [A,B]− = AB −BA

有了这些预先准备后，我们现在可以精确地处理公式。如果我们想要用占据数来表征各个粒子态

就不得不选择一个特别地粒子态顺序。这个选择是任意的，但是一旦选定，随后所有的计算都必

须按照选定的顺序。

|n1, n2 · · · ⟩ = (a†1)
n1(a†2)

n2 · · · |0⟩, ni = 0, 1

产生算符作用在占据数态上为

a†i | · · · , ni, · · · ⟩ = (1− ni)(−1)
∑

j<i nj | · · · , ni + 1, · · · ⟩
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粒子数在产生算符作用下增加 1，但是对于已经占据了粒子的状态，由于泡利不相容原理，产生
算符作用应该是 0，这点用 (1− ni) 来保证 ni = 1 时为 0. 值得注意，上式中 −1 来自于费米子

反对称性。产生算符作用在 ni 占据数态上需要越过
∑

j<i nj 次。

a†i | · · · , ni, · · · ⟩ = a†iS−|i1, i2, · · · , iN⟩

= S−a
†
i |i1, i2, · · · , iN⟩

= S−|i⟩ ⊗ |i1, i2, · · · , iN⟩

= (−1)
∑

j<i njS−|i1, i2, · · · , i, · · · , iN⟩

= (1− ni)(−1)
∑

j<i nj | · · · , ni + 1, · · · ⟩

相同态的反对称化为 0，这点用 (1− ni) 来约束。同样的我们取厄米共轭得到

⟨· · · , ni, · · · |ai = (1− ni)(−1)
∑

j<i nj⟨· · · , ni + 1, · · · |

用占据数态右乘上式

⟨· · · , ni, · · · |ai| · · · , n′
i, · · · ⟩ = (1− ni)(−1)

∑
j<i njδn1,n′

1
· · · δni+1,n′

i
· · ·

利用完备性关系 ∑
n1,n2,···

|n1, n2, · · · ⟩⟨n1, n2, · · · | = 1

得到

ai|n′
1, · · · , n′

i, · · · ⟩ =
∑

n1,··· ,ni,···

|n1, · · · , ni, · · · ⟩⟨n1, · · · , ni, · · · |ai|n′
1, · · · , n′

i, · · · ⟩

=
∑

n1,··· ,ni,···

|n1, · · · , ni, · · · ⟩(1− ni)(−1)
∑

j<i njδn1,n′
1
δn2,n′

2
· · · δni+1,n′

i
· · ·

= (2− n′
i)ni(−1)

∑
j<i nj |n′

1, · · · , n′
i − 1, · · · ⟩

这里我们引入 ni 以保证 ni = 0 时 Kronecker 符号为 0，保证占据数非负。

总而言之，产生湮灭算符的关系为

a†i | · · · , ni, · · · ⟩ = (1− ni)(−1)
∑

j<i nj | · · · , ni + 1, · · · ⟩

ai| · · · , ni, · · · ⟩ = ni(−1)
∑

j<i nj | · · · , ni − 1, · · · ⟩

上式立马可得到

aia
†
i | · · · , ni, · · · ⟩ = (1− ni)(−1)

∑
j<injai| · · · , ni + 1, · · · ⟩

= (1− ni)[(−1)
∑

j<i ni ]2(ni + 1)| · · · , ni, · · · ⟩

= (1− ni)| · · · , ni, · · · ⟩

a†iai| · · · , ni, · · · ⟩ = ni(−1)
∑

j<i nia†i | · · · , ni − 1, · · · ⟩

= ni[(−1)
∑

j<i ni ]2(2− ni)| · · · , ni, · · · ⟩

= ni| · · · , ni, · · · ⟩
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因为对于 ni ∈ {0, 1}，我们有 n2
i = ni 和 [(−1)

∑
j<i nj ]2 = 1. 由于上式的性质，我们定义占据态

|i⟩ 的粒子数算符为 ni = a†iai。上面两式叠加得到

[ai, a
†
i ]+ = 1

对于 i ̸= j 的情况

[ai, a
†
j]+| · · · , ni, nj · · · ⟩

= (1− nj)(−1)
∑

p<j npni(−1)
∑

q,i nq | · · · , ni, · · · , nj, · · · ⟩

+ ni(−1)
∑

q<i nq(1− nj)(−1)1+
∑

p<j np| · · · , ni, · · · , nj, · · · ⟩

= 0

同样的，对于 i ̸= j 计算 [ai, aj]+ 也会出现相位相差 (−1)��� 对于 i ≠ j 的情况，由于 a2i = 0，所

以 [ai, ai] = 0。综上，费米子反对易关系为

[ai, aj]+ = 0, [a†i , a
†
j]+ = 0, [ai, a

†
j]+ = δij

2.3.1 单体算符和多体算符

对于费米子系统，算符也可以表示成产生算符和湮灭算符。形式上和玻色子系统算符表示一

样。现在我们要注意产生湮灭算符的顺序。∑
α

|i⟩α⟨i|α = a†iaj

根据前一节证明过程，我们也能得到两体算符二次量子化形式：给定态 S−|i1, · · · , iN⟩，不失一
般性，假设有 i1 < i2 < · · · < iN∑

α

|i⟩α⟨j|αS−|i1, i2, · · · , iN⟩ = S−
∑
α

|i⟩α⟨j|α|i1, i2, · · · , iN⟩

= nj(1− ni)S−|i1, i2, · · · , iN⟩|j→i

j → i 表示 j 态被 i 态替换。由于泡利不相容原理，当有两个 i 态时，应当为 0，这点用 1− ni

来保证。我们要注意，算符
∑

α |i⟩α⟨j|α 的作用相当于 j 替换成 i，但由于全反对称性，实际上交

换次数会存在差异

对于 i ≤ j

S−
∑
α

|i⟩α⟨j|α|i1⟩ ⊗ · · · |̃i⟩ ⊗ |j̃⟩ ⊗ |iN⟩ = (−1)
∑

k<j nkS−
∑
α

|i⟩α ⊗ |i1⟩ ⊗ · · · ⊗ |̃i⟩ ⊗ · · · ⊗ ⟨j|α|j̃⟩ ⊗ · · · ⊗ |iN⟩

= nj(−1)
∑

k≤j nkS−|i⟩ ⊗ |i1⟩ ⊗ · · · ⊗ |̃i⟩ ⊗ · · · ⊗ |iN⟩

= nj(1− ni)(−1)
∑

k≤j nk+
∑

k<i nk | · · · , ni + 1, · · · , nj − 1, · · · ⟩
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对于 i > j

S−
∑
α

|i⟩α⟨j|α|i1⟩ ⊗ · · · |j̃⟩ ⊗ |̃i⟩ ⊗ |iN⟩ = (−1)
∑

k<j nkS−
∑
α

|i⟩α ⊗ |i1⟩ ⊗ · · · ⊗ ⟨j|α|j̃⟩ ⊗ · · · ⊗ |̃i⟩ ⊗ · · · ⊗ |iN⟩

= nj(−1)
∑

k<j nkS−|i⟩ ⊗ |i1⟩ ⊗ · · · ⊗ |̃i⟩ ⊗ · · · ⊗ |iN⟩

= nj(1− ni)(−1)
∑

k<j nk+
∑

k<i nk−1| · · · , nj − 1, · · · , ni + 1, · · · ⟩

我们观察 a+i aj 作用在占据数态上

a†iaj| · · · , ni, · · · , nj, · · · ⟩ = nj(−1)
∑

k<j nka†i | · · · , ni, · · · , nj − 1, · · · ⟩

= nj(1− ni)(−1)
∑

k<j nk+
∑

k<i nk−δi>j | · · · , ni + 1, · · · , nj − 1, · · · ⟩

总而言之，对于玻色子和费米子，单体算符和两体算符写成

T =
∑
i,j

tija
†
iaj

F =
1

2

∑
i,j,k,m

⟨i, j|f (2)|k,m⟩a†ia
†
jamak

对于玻色子而言，ai 服从玻色对易关系，对于费米子而言 ai 服从费米反对易关系。这样多体系

统的哈密顿可以写成如下形式

H =
∑
i,j

(tij + Uij)a
†
iaj +

1

2

∑
i,j,k,m

⟨i, j|f (2)|k,m⟩a†ia
†
jamak

特别注意，对于费米子而言，要注意两体算符对应湮灭算符的顺序。

2.4 场算符

我们考虑两组基底 {|i⟩} 和 {|λ⟩}。很自然的会想到，aλ 和 ai 之间是否有对应关系

|λ⟩ =
∑
i

|i⟩⟨i|λ⟩, a†i |0⟩ = |i⟩, , a†λ|0⟩ = |λ⟩

算符 a†i 在 |i⟩ 上产生一个粒子。因此，
∑

i⟨i|λ⟩a
†
i 在态 |λ⟩ 上产生一个粒子。这样就有关系式

a†λ =
∑
i

⟨i|λ⟩a†i

上式去厄米共轭得到

aλ =
∑
i

⟨λ|i⟩ai

对于坐标表示来说

⟨x|i⟩ = φi(x)

其中 φi(x) 是单粒子波函数，产生湮灭算符对应于位置本征态下的叫做场算符。
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2.4.1 场算符

场算符如下定义

ψ(x) =
∑
i

φi(x)ai

ψ†(x) =
∑
i

φ∗
i (x)a

†
i

场算符 ψ†(x) 在 x 位置产生一个粒子。场算符服从如下对易关系

[ψ(x), ψ(x′)]± = 0

[ψ†(x), ψ†(x′)]± = 0

[ψ(x), ψ†(x′)]± =
∑
i,j

φi(x)φ
∗
j(x

′)[ai, a
†
j] =

∑
i

φi(x)φ
∗
i (x

′) = δ(x− x′)

费米子对应于 (+)，玻色子对应于 (−)。

我们现在可以根据场算符的得到一些重要的算符表示∑
i,j

a†iTijaj =
∑
i,j

a†i⟨i|T |j⟩aj

=
∑
i,j

∫
d3xd3x′a†i⟨i|x⟩⟨x|T |x′⟩⟨x′|j⟩aj

=
∑
i,j

∫
d3xd3x′a†iφ

∗
i (x)(−

h̄2

2m
∇2)δ(x− x′)φj(x

′)aj

=

∫
d3xψ†(x)(− h̄2

2m
∇2)ψ(x) =

h̄2

2m

∫
d3x∇ψ†(x)∇ψ(x)

单体势 ∑
i,j

a†iUijaj =
∑
i,j

∫
d3xa†iφ

∗
i (x)U(x)φj(x)aj

=

∫
d3xU(x)ψ†(x)ψ(x)

两体相互作用

1

2

∑
i,j,k,m

⟨i, j|V |k,m⟩a†ia
†
jamak

=
1

2

∑
i,j,k,m

∫
d3xd3x′d3x′′d3x′′′⟨i, j|x, x′⟩⟨x, x′|V |x′′, x′′′⟩⟨x′′, x′′′|k,m⟩a†ia

†
jamak

=
1

2

∑
i,j,k,m

∫
d3xd3x′d3x′′d3x′′′φ∗

i (x)φj(x
′)V (x, x′)δ(x− x′′)δ(x′ − x′′′)φk(x

′′)φm(x
′′′)a†ia

†
jamak

=
1

2

∑
i,j,k,m

∫
d3xd3x′φ∗

i (x)φ
∗
j(x

′)V (x, x′)φk(x)φm(x
′)a†ia

†
jamak

=
1

2

∫
d3xd3x′V (x, x′)ψ(x)†ψ†(x′)ψ(x′)ψ(x)
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系统哈密顿为

H =

∫
d3x

[
ψ†(x)(− h̄2

2m
∇2)ψ(x) + U(x)ψ†(x)ψ(x)

]
+

1

2

∫
d3xd3x′V (x, x′)ψ†(x)ψ†(x′)ψ(x′)ψ(x)

粒子数密度算符定义为

n(x) = δ(x− xα)

二次量子化表示为

n(x) =
∑
i,j

a†i⟨i|δ(x− x′)|j⟩aj

=
∑
i,j

∫
d3xd3ya†i⟨i|x⟩⟨x|δ(x− x′)|y⟩⟨y|j⟩aj

=
∑
i,j

∫
d3xd3ya†iφ

∗
i (x)δ(x− x′)δ(x− y)φj(y)aj

=
∑
i,j

∫
d3ya†iφ

∗
i (y)δ(y − x′)φi(y)aj

=
∑
i,j

∫
d3ya†iφ

∗
i (y)δ(x− y)φi(y)aj

=

∫
d3yψ†(y)δ(x− y)ψ(y)

= ψ†(x)ψ(x)

总粒子数算符

N =

∫
d3xn(x) =

∫
d3xψ†(x)ψ(x)

从形式上来看，多粒子系统的粒子密度算符看起来像单粒子在态 ψ(x) 下的概率密度。然而，这

种类比仅仅只是形式上的，因为前者是算符，后者是复变函数。这个形式上的对应被叫做二次量

子化，因为场算符算符可以通过替换单粒子密度波函数 ψ(x) 为算符 ψ̂(x) 来获得。这种对应使

我们能写出流密度算符

j(x) =
h̄

2im
[ψ†(x)∇ψ(x)− (∇ψ†(x))ψ(x)]

动能项形式上类似于单粒子动能的平均期望值，然而其中波函数被场算符所代替。

值得注意由场算符表示的算符可以直接得到，例如单粒子密度算符∫
d3ξd3ξ′ψ†⟨ξ|δ(x− ξ̂)|ξ′⟩ψ(ξ′) = ψ†(x)ψ(x)

其中 ξ̂ 是单粒子坐标算符。一般而言，对于 k 粒子算符 Vk∫
d3ξ1 · · · d3ξkd3ξ′1 · · · d3ξ′kψ†(ξ1) · · ·ψ†(ξk)⟨ξ1ξ2 · · · ξk|Vk|ξ′1ξ′2 · · · ξ′k⟩ψ(ξ′k) · · ·ψ(ξ′1)
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2.4.2 场方程

场算符 ψ(x, t) 在海森堡表象下的形式为

ψ(x, t) = eiHt/h̄ψ(x, 0)e−iHt/h̄

对于两体系统的哈密顿，有运动方程

ih̄
∂

∂t
ψ(x, t) =

[
− h̄2

2m
∇2 + U(x)

]
ψ(x, t) +

∫
d3x′ψ†(x′, t)V (x, x′)ψ(x′, t)ψ(x, t)

这回死一个非线性薛定谔方程，也叫二次量子化薛定谔方程。我们先证明上式

证明 2.4.1 首先从海森堡方程开始

ih̄
∂

∂t
ψ(x, t) = −[H,ψ(x, t)] = −eiHt/h̄[H,ψ(x, 0)]eiHt/h̄

利用关系式

[AB,C]± = A[B,C]± ∓ [A,C]±B

对于动能项 ∫
d3x′

h̄2

2m
[∇′ψ†(x′)∇′ψ(x′), ψ(x)]

=

∫
d3x′

h̄2

2m
(−∇′δ(x′ − x))∇′ψ(x′) =

h̄2

2m
∇2ψ(x)

对于单粒子势能项 ∫
d3x′U(x′)[ψ†(x′)ψ(x′), ψ(x)]

=

∫
d3x′U(x′)(−δ(x′ − x)ψ(x′)) = −U(x)ψ(x)

两体相互作用项

1

2

[∫
d3x′d3x′′ψ†(x′)ψ†(x′′)V (x′, x′′)ψ(x′′)ψ(x′), ψ(x)

]
=

1

2

∫
d3x′d3x′′[ψ†(x′)ψ†(x′′), ψ(x)]V (x′, x′′)ψ(x′′)ψ(x′)

=
1

2

∫
d3x′d3x′′[±δ(x′′ − x)ψ†(x′)− δ(x′ − x)ψ†(x′′)]V (x′, x′′)ψ(x′′)ψ(x′)

= −
∫
d3xψ†(x′)V (x, x′)ψ(x′)ψ(x)

上述第二行应用了对易展开公式，在第三行应用了关系式 ψ(x′′)ψ(x′) = ∓ψ(x′)ψ(x′′) 以及对称
性 V (x, x′) = V (x′, x). 这样就证明了场方程
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同样的，可以得到伴随场方程

ih̄ψ†(x, t) = −
[
− h̄2

2m
∇2 + U(x)

]
ψ†(x, t)−

∫
d3x′ψ†(x, t)ψ†(x′, t)V (x, x′)ψ(x′, t)

这里我们假设了 V ∗(x, x′) = V (x, x′)。场方程和伴随场方程分别左乘 ψ†(x, t) 和右乘 ψ(x, t)，相

减得到

ṅ(x, t) = (ψ†ψ̇ + ψ̇†ψ) = − h̄

2mi
[ψ†∇2ψ − (∇2ψ†)ψ]

这样就得到了连续性方程

ṅ(x) = −∇ · J(x)

这里 J(x) 是粒子流密度。方程是粒子数密度的连续性方程。

2.5 动量表象

在平以不变系统里，动量表象是一个特别方便的表象。我们考虑在一个正方形盒子里的归一

化，系统三维长度分别为 Lx, Ly, Lz。动量本征函数用归一化平面波来表示。

φk(x) =
eikx√
V

体积 V = LxLyLz. 通过假设周期性边界条件

eik(x+Lx) = eikx

允许的波矢 k 约束为

k = 2π

(
nx

Lx

,
ny

Ly

,
nz

Lz

)
, nx = 0,±1, · · · , ny = 0,±1, · · · , nz = 0,±1, · · ·

本征函数 φk(x) 满足正交归一关系 ∫
d3xφ∗

k(x)φk′(x) = δk,k′
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