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1 狄拉克方程

1.1 狄拉克方程

对于一般自旋系统，自旋算符可以表示成

Sµν =
i

4
[γµ, γν ] (1.1.1)

这里 γµ 为 γ 矩阵，满足如下关系

{γµ, γν} ≡ γµγν + γνγµ = 2gµν × 1n×n (1.1.2)

由上面的表达式可以得到一系列的 γ 矩阵的性质

1. (γ0)2 = 1n×n

2. (γi)2 = −1n×n

3. γ0γi = −γiγ0

4. γiγj = −γjγi

5. (γ0)† = γ0 (γi)† = −γi

狄拉克方程的拉氏量为

L = ψ̄(i/∂ −m)ψ (1.1.3)

ψ 场共轭量 π = ∂L
∂(∂0ψ)

= ∂
∂(∂0ψ)

(iψ∗γ0γµ∂µψ −mψ̄ψ) = iψ∗

很容易得到哈密顿密度为

H = π∂0ψ − L

= iψ∗∂0ψ − ψ̄(i/∂ −m)ψ

= iψ∗∂0ψ − iψ∗γ0γµ∂µψ +mψ̄ψ

= −iψ∗γ0γ·∇ψ +mψ̄ψ

(1.1.4)

我们定义 α = γ0γ，β = γ0。可以把狄拉克方程的哈密顿量写成

H = −iα·∇+ βm (1.1.5)

事实上我们也可以通过拉格朗日方程获得正反粒子狄拉克方程

L = ψ̄(i/∂ −m)ψ (1.1.6)

带入拉格朗日方程 ∂µ

(
∂L

∂(∂µψ)

)
− ∂L

∂ψ
= 0

对 ψ̄ 使用拉格朗日方程得到电子狄拉克方程

−iγµ∂µψ +mψ = 0 (1.1.7)

对 ψ 使用拉格朗日方程得到正电子狄拉克方程

i∂µψ̄γ
µ +mψ̄ = 0 (1.1.8)
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可以看出正电子的狄拉克方程与电子狄拉克方程互为厄米共轭关系, 对电子狄拉克方程两边取厄米共轭得到

(−iγµ∂µψ +mψ)† = 0 (1.1.9)

得到

i∂µψ
†(γµ)† +mψ† = 0

i∂0ψ
†γ0γ0 − i∂iψ

†γiγ0 +mψγ0 = 0

i∂0ψ
†γ0γ0 + i∂iψ

†γ0γi +mψγ0 = 0

i∂µψ̄γ
µ +mψ̄ = 0

(1.1.10)

这就证明了正电子方程和电子方程之间的共轭关系

根据 γ 矩阵的性质可以推导出 αi, β 之间的代数关系。

1. (αi)2 = β2 = 1

2. αiαj = −αjαi

3. αiβ = −βαi

反对易关系表明 αi, β 满足 Clifford 代数，对于一维和二维系统，他们至少是 2× 2 的矩阵。我们知道泡利矩

阵的关系为

{σi, σj} = 2δij (1.1.11)

并且有矩阵表示

σx =

(
0 1

1 0

)
σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0

0 −1

)
(1.1.12)

对于一维系统而言，很自然的可以令 αx = σx, β = σz

对于二维系统而言，很自然的可以令 αx = σx, αy = σy, beta = σz

对于三维系统我们找不到 2× 2 的矩阵表示。狄拉克矩阵是由泡利矩阵表示的 4× 4 矩阵。

αi =

(
0 σi

σi 0

)
= σx ⊗ σi, β =

(
σ0 0

0 −σ0

)
= σz ⊗ σ0 (1.1.13)

容易验证

{αi, αj} = {σx ⊗ σi, σx ⊗ σj} = σ2
x ⊗ {σi, σj} = 2δijI4×4 (1.1.14)

{αi, β} = {σx ⊗ σi, σz ⊗ σ0} = σxσz ⊗ σiσ0 + σzσx ⊗ σ0σi = 0 (1.1.15)

上面利用了关系式 σiσj = δij + iϵijkσk

由于 α2
i = β2 = 1. 我们很容易看出 H2 = p2 +m2，正好是质能方程

E2 = p2c2 +m2c4 (1.1.16)

自由电子能量存在两个解，一个是正能解一个是负能解

E± = ±
√
m2c2 + p2c4 (1.1.17)

这个方程用于描述带自旋的电子运动，正能解对应两个态（spin up 和 spin down），负能解同样对应的正电子
的两个解（spin up 和 spin down）。正电子和电子之间的能隙为 2mc2. 狄拉克解释负能态是填满的，并且由
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图 1: 两种正负解的能谱图

于泡利不相容原理占据了各个状态。单粒子负能解是负能态海洋的空穴。狄拉克方程和薛定谔方程不同，狄拉

克方程是多粒子方程，薛定谔方程是单粒子方程。

在变换 m→ −m 和 β → −β 下狄拉克方程保持不变。这表明粒子和反粒子是拓扑不可分辨的。
最后补充一下关于 Dirac 表象和 Weyl 表象之间的关系对于狄拉克方程的 α, β 和 γ 矩阵之间的关系

αi = γ)γi, β = γ0 (1.1.18)

对于狄拉克表象下，γ 矩阵表示为

γ0 =

[
I 0

0 −I

]
, γk =

[
0 σk

−σk 0

]
, γ5 = iγ0γ1γ2γ3 =

[
0 I

I 0

]
(1.1.19)

显然，在这个表象下，αk, β 表示为

αk = γ0γk =

[
0 σk

σk 0

]
= σ1 ⊗ σk, β = γ0 =

[
I 0

0 −I

]
= σ3 ⊗ σ0 (1.1.20)

另一个我们常用的表象是 Weyl 表象

γ0 =

[
0 I

I 0

]
, γk =

[
0 σk

−σk 0

]
, γ5 =

[
−I 0

0 I

]
(1.1.21)

在这个表象下 αk, beta 表示为

αk = γ0γk =

[
−σk 0

0 σk

]
= −σ3 ⊗ σk, β − γ0 =

[
0 I

I 0

]
= σ1 ⊗ σ0 (1.1.22)

从 Weyl 表象变到 Dirac 表象下的变换矩阵为

U =

[
I I

−I I

]
, γ0D = Uγ0WU

−1, ψD = UψW (1.1.23)
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1.2 束缚态解

1.2.1 Jackiw-Rebbi 的一维解

在正负质量的两个区域之间表面的束缚态解暗示了狄拉克方程和拓扑绝缘体之间的联系。我们考虑正负

质量的狄拉克方程

h(x) = −ivh̄∂xσx +m(x)v2σz (1.2.1)

m(x) =

 −m1 x < 0

+m2 x > 0
(1.2.2)

这里 m1,m2 > 0。我们使用了有效速度替换光速 c。狄拉克方程用于固体时，本征方程有形式

x

m2-m1

图 2: 一维边界态

[
m(x)v2 −ivh̄∂x
−ivh̄∂x −m(x)v2

][
φ1(x)

φ2(x)

]
= E

[
φ1(x)

φ2(x)

]
(1.2.3)

对于两个区域 x > 0, x < 0 而言，方程是二阶常微分方程。我们可以分别单独求解。解必须在连接处 x = 0 满

足连续性。为了得到连接处附近的束缚态解，我们采用狄利克雷条件: 波函数在 x = ±∞ 处趋于 0。

对于 x > 0 我们有 m(x) = m2

m2v
2ψ+

1 (x)− ivh̄∂xψ
+
2 (x) = Eψ+

1 (x)

−ibh̄∂xψ+
1 (x)−m2v

2ψ+
2 (x) = Eψ+

2 (x)
(1.2.4)

对第二式两边取 ∂x 得到

−ivh̄∂2
xψ

+
1 (x) = (m2v

2 + E)∂xψ
+
2 (x) (1.2.5)

带入第一式得到

v2h̄2∂2
xψ

+
1 (x) = (m2

2v
4 − E2)ψ+

1 (x) (1.2.6)

令 λ+ =

√
m

2
2v

4−E2

vh̄
得到

∂2
xψ

+
1 (x)− λ2

+ψ
+
1 (x) = 0 (1.2.7)

解得:ψ+
1 (x) = ψ+

1 e
−λ+x，边界条件 x→ +∞, ψ+

2 (x) → 0

利用 ∂xψ
+
2 = m2v

2−E
ivh̄

ψ+
1 (x) 得到

ψ+
2 (x) =

−ivh̄
m2v

2 + E
ψ+
1 (−λ+)e

−λ+x

= i

√
m2

2v
4 − E2

m2v
2 + E

ψ+
1 e

−λ+x

= i

√
m2v

2 − E

m2v
2 + E

ψ+
1 e

−λ+x

(1.2.8)
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记 ψ+
2 (x) = ψ+

2 e
−λ+x

ψ+
2 = i

√
m2v

2 − E

m2v
2 + E

ψ+
1 (1.2.9)

ψ+
1 = −i

√
m2v

2 + E

m2v
2 − E

ψ+
2 = − ivh̄λ+

m2v
2 − E

ψ+
2 (1.2.10)

对于 x < 0，m(x) = −m1，我们有狄拉克方程

−m1v
2ψ−

1 (x)− ivh̄∂xψ
−
2 (x) = Eψ−

1 (x)

−ivh̄∂xψ−
1 (x) +m1v

2ψ−
2 (x) = Eψ−

2 (x)
(1.2.11)

同样两边对第二式偏导得到

v2h̄2∂2
xψ

−
1 (x)− (m2

1v
4 − E2)ψ−

1 (x) = 0 (1.2.12)

令 λ− =

√
m

2
1v

4−E2

vh̄

∂2
xψ

−
1 (x)− λ2

−ψ
−
1 (x) = 0 (1.2.13)

得解为 ψ−
1 (x) = ψ−

1 e
λ−x，满足边界条件 x→ −∞, ψ(x) → 0

利用 ψ−
2 (x) =

ivh̄

m1v
2−E

∂xψ
−
1 (x) 得到

ψ−
2 (x) =

ivh̄

m1v
2 − E

ψ−
1 λ−e

λ−x

= i

√
m1v

2 + E

m1v
2 − E

ψ−
1 e

λ−x

(1.2.14)

记 ψ−
2 (x) = ψ−

2 e
λ−x

ψ−
2 = i

√
m1v

2 + E

m1v
2 − E

ψ−
1 (1.2.15)

ψ−
1 = −i

√
m1v

2 − E

m1v
2 + E

ψ−
2 = − ivh̄λ−

m1v
2 + E

ψ−
2 (1.2.16)

考虑连接处波函数连续，得到 ψ(0−) = ψ(0+) [
ψ+
1

ψ+
2

]
=

[
ψ−
1

ψ−
2

]
(1.2.17)

得到

λ+

m2v
2 − E

=
λ−

m1v
2 + E

⇒

√
m2v

2 + E

m2v
2 − E

=

√
m1v

2 − E

m1v
2 + E

(1.2.18)

显然存在一个 E = 0 的特殊解，此时 λ+ = m2v
h̄
, λ− = m1v

h̄

有关系式：ψ+
2 = iψ+

1 , ψ
−
2 = iψ−

1 , ψ
+
1 = ψ−

1 = C

Ψ(x) = C

(
1

i

)
e−

m2vx

h̄ , x > 0 Ψ(x) = C

(
1

i

)
e

m1vx

h̄ , x < 0 (1.2.19)
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归一化计算 ∫ +∞

−∞
|Ψ(x)|∗dx = 1∫ 0

−∞
|C|22e

2m1vx

h̄ dx+

∫ +∞

0

|C|22e−
2m2vx

h̄ dx = 1

C =

√
v

h̄

m1m2

m1 +m2

(1.2.20)

E = 0 对应的解为

Ψ(x)

√
v

h̄

m1m2

m1 +m2

(
1

i

)
e−

|m(x)vx|
h̄ (1.2.21)

这个解主要分布在表面或者 domain wall 附近，在远离原点以 e 指数形式衰减。波函数空间分布的特征长度
为 ξ1,2 = λ−1

± = h̄
|m1,2v|

。当 m2 → +∞ 时，解依旧存在。在这种情况下对于 x > 0,Ψ(x) → 0。这里值得注意，

波函数在表面处并不是 0. 我们认为真空作为一个无穷大正质量的系统，带有开边界条件的负质量系统在边界
附近有一个束缚态。这个结果导致了一个对于边缘和表面态的一般图像。

对于质量分布连续，并且在两端异号的情况，我们可以找到一个一般形式的零能解。考虑 E = 0

x

ψ (x) 2

图 3: −m1 < 0 和 m2 > 0 两个区域的波函数空间分布

[−ih̄∂xσx +m(x)v2σz]ψ(x) = 0 (1.2.22)

两边同时乘以 σx

∂xψ(x) = −m(x)v

h̄
σyψ(x) (1.2.23)

进一步考虑 σy 的本征态

σyψη(x) = ηψη(x), ψη(x) =
1√
2

(
1

ηi

)
ψ(x) (1.2.24)

把上面本征函数带入狄拉克方程得到

ψη(x) ∝
1√
2

(
1

ηi

)
exp

[
−
∫ x

η
m(x′)v

h̄
dx′
]

(1.2.25)

可以看出只要 m(+∞) 和 m(−∞) 异号，在 domain wall 处总是会存在零能解。因此，该解对质量分布 m(x)

具有很强的鲁棒性
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1.2.2 二维系统

考虑一个二维系统，这里认为是 pz = 0 的三维系统。我们考虑沿着界面方向设为 y 轴。同样的，x <

0,−m1 < 0, x > 0,m2 > 0。由于 y 方向平行，py = h̄ky 是一个好量子数。我们可以利用一维解来求解二维

解，首先是狄拉克方程哈密顿

h(x) = −ivh̄∂xαx − ivh̄∂yαy +mv2β (1.2.26)

这里 αx = σx ⊗ σx, αy = σx ⊗ σy, β = σz ⊗ σ0. 计算本征方程[
(mv2σz ⊗ σ0 − ivh̄∂xσx ⊗ σx)− ivh̄∂yσx ⊗ σy

]
Ψ(x, ky) = EΨ(x, ky) (1.2.27)

沿着 y 方向 py = h̄ky 是好量子数，所以令 Ψ(x, ky) = αηψ(x)e
ikyy 是合理的本征函数，带入上式得到

mv2σz ⊗ σ0αηψ(x)− ivh̄(σx ⊗ σx)αη∂xψ(x) + vh̄ky(σx ⊗ σy)αηψ(x) = Eαηψ(x) (1.2.28)

简单化简一下得到

mv2(σz ⊗ σ0)αηψ(x)− ivh̄∂xψ(x)(σx ⊗ σx)αη = [E − vh̄ky(σx ⊗ σy)αη]ψ(x) (1.2.29)

类比于 x 方向的一维系统，认为 ψ(x) =
√

v
h̄
m1m2

m1+m2
e−

|m(x)vx|
h̄ 是合理的

带入上式，得到

[mv2(σx ⊗ σ0 + iσx ⊗ σx)]αηψ(x) = [E − vh̄ky(σx ⊗ σy)αη]ψ(x) (1.2.30)

现在求解矩阵 (σx ⊗ σ0 + iσx ⊗ σx) 与 σx ⊗ σy 的本征值和本征向量

σz ⊗ σ0 + iσx ⊗ σx =

(
I

−I

)
+ i

(
σx

σx

)
=

(
I iσx

iσx −I

)
(1.2.31)

det
(
λ− I −iσx
−iσx λ− I

)
= 0 得到λ = 0 (1.2.32)

令

αη =

(
α

β

)
(1.2.33)

带入上式得到

β = iσxα (1.2.34)

分别取 α = (1, 0)T 和 (0, 1)T 得到的 β 分别为 (0, i)T 和 (−i, 0)T

所以对于矩阵 σz ⊗ σ0 + iσx ⊗ σx 只有一个零本征值，对应两个本征向量，分别为

αη =


1

0

0

i

或者


0

1

−i
0

 (1.2.35)

现在考虑 (σx ⊗ σy) 的本征值和本征向量。

σx ⊗ σy =

(
σy

σy

)
⇒ λ = ±1 (1.2.36)
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λ = 1 时 (
σy

σy

)(
α

β

)
=

(
α

β

)
⇒ β = σyα (1.2.37)

同样的分别取 α = (1, 0)T 和 (0, 1)T 得到 β 分别为 (0, i)T 和 (−i, 0)T

得到本征向量为

α+ =


1

0

0

i

或者


0

1

−i
0

 (1.2.38)

λ = −1 时 (
σy

σy

)(
α

β

)
= −

(
α

β

)
(1.2.39)

得到 β = −σyα，同样的分别取 α = (1, 0)T 和 (0, 1)T 得到 β 分别为 (0,−i) 和 (i, 0)T

所以本征向量为

α− =


1

0

0

−i

或

0

1

i

0

 (1.2.40)

综上考虑两个矩阵的共同本征向量得到

α+ =


1

0

0

i

和α− =


0

1

i

0

 (1.2.41)

分别对应 αy 为 ±1 的情况.
最后得到狄拉克方程的两个不同解

Ψ+(x, ky) =

√
v

h̄

m1m2

m1 +m2


1

0

0

i

 e−
|m(x)vx|

h̄ +ikyy (1.2.42)

能谱为 E+(k) = vh̄kyy

Ψ+(x, ky) =

√
v

h̄

m1m2

m1 +m2


0

1

i

0

 e−
|m(x)vx|

h̄ +ikyy (1.2.43)

能谱为 E−(k) = −vh̄kyy
根据两个本征态的能谱可以得到电子的有效速度 v± =

∂E±(k)

h̄k
= ±v. 这说明每一个本征态都对应的有一个电

流，沿着边界面，并且方向相反。电流密度在远离边界面指数衰减。当系统有时间反演对称性时，这两个态是

时间反演对称的，构成一对手征边缘态。进一步说，pz = 0 的狄拉克方程对于不同自旋能约化成两个独立的

方程集

h(x) = vpxσx ± vpyσy +m(x)v2σz (1.2.44)
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两个束缚态速度反向就很明显了。

补充：分块矩阵行列式计算公式

1. 若 A 和 D 是方阵 ∣∣∣∣∣ A B

0 D

∣∣∣∣∣ = |A||D| (1.2.45)

2.

若 A 可逆

∣∣∣∣∣ A B

C D

∣∣∣∣∣ = |A|
∣∣D − CA−1B

∣∣ 若 D 可逆

∣∣∣∣∣ A B

C D

∣∣∣∣∣ = |D|
∣∣A−BD−1C

∣∣ (1.2.46)

3. 若 A,B,C,D 是同阶方阵，并且至少有一个是零矩阵则∣∣∣∣∣ A B

C D

∣∣∣∣∣ = |AD −BC| (1.2.47)

4. 若 A,B,C,D 是同阶方阵，则有如下四种情况∣∣∣∣∣ A B

C D

∣∣∣∣∣ = |AD − CB|, (AC = CA),

∣∣∣∣∣ A B

C D

∣∣∣∣∣ = |AD −BC|, (CD = DC),∣∣∣∣∣ A B

C D

∣∣∣∣∣ = |DA−BC|, (BD = DB),

∣∣∣∣∣ A B

C D

∣∣∣∣∣ = |DA−BC|, (AB = BA)

(1.2.48)

5. 若 A,B 是 n 阶方阵，则 ∣∣∣∣∣ A B

B A

∣∣∣∣∣ = |A+B||A−B| (1.2.49)

1.2.3 三维和更高维

在正负质量边界处总是存在束缚态。所有沿着表面其他分量的动量都是好量子数，在一维情况总是存在

零模解。我们可以用解作为基去得到高维的非零模解。

1.3 为何不是狄拉克方程

从狄拉克方程里，我们知道在两个正负质量或者能隙的介质界面总是存在束缚态解。这些解对于界面的

粗糙度或其他因素具有很强的 robust。如果我们假设真空是一个绝缘体，具有无限大和正的质量或者能隙，那
么这个带有负质量的系统在开边界周围存在束缚态解。这非常接近拓扑绝缘体的定义。然而由于狄拉克正负

质量的对称性，在幺正变换后的两个系统是拓扑不可分的。我们并不能简单的从能隙或者质量符号上判断哪

一个是拓扑平凡的哪一个是拓扑非平凡的。如果我们用狄拉克方程描述拓扑绝缘体，我们不得不引入额外的

真空作为背景。这样我们认为额外条件是不需要的，因为束缚态的存在在拓扑绝缘体上应该有一个能带结构

上物理和内蕴的结果。因此，我们推断狄拉克方程的本身用来描述拓扑量子材料可能不会是一个合适的方案。

1.4 狄拉克方程的二次修正

为了探索拓扑绝缘体可能的描述，我们在狄拉克方程的能隙或者说静止质量项中引入二次修正 −Bp2：

H = vp·α+ (mv2 −Bp2)β (1.4.1)
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其中 mv2 是粒子的能隙，m 和 v 分别有质量和速度的量纲。B−1 也有质量的量纲。二次项破坏了狄拉克方程

中的 m→ −m 的对称性，让方程从原始的狄拉克方程变得拓扑可分辨。
为了解释这个，我们在动量空间中绘制了基态的动量分布，如图。在 p = 0 处，自旋方向由 mv2β 或者质

量 m 的符号决定，但是对于 p 很大的情况，自旋方向则是由 −Bp2β 或者说磁场 B 的符号决定。如果无量纲

参数 mB > 0，当 p 沿着某个方向增加时 (例如 x 方向)，在 p2c =
mv
B
处，自旋将会从 z 方向转到动量的 x 方

向，在 p 足够大的时候，最终方向和 z 方向相反。这是由动量空间中的两个所谓的 merons 组成，它们被称为
skymion。对于 mB < 0 的情况，当 p 增加时，自旋将会从 z 方向旋转到动量方向，然后跳回原来 z 方向。在

p = 0 或者 p = +∞ 处，自旋是否指向相同方向的特性决定了在 mB > 0 和 mB < 0 下的方程拓扑可分辨。

1.5 修正狄拉克方程的束缚态解

1.6 一维：末端态

我们从一维的情况开始，在这种情况下，4× 4 的修正狄拉克方程可以解耦成两个独立的 2× 2 的狄拉克

方程对于不同自旋能约化成两个独立的方程集

h(x) = vpxσx + (mv2 −Bp2)σz (1.6.1)

对于半无穷长 x > 0 的链，我们考虑 x = 0 处的开边界条件。这要求了波函数在边界处为 0，也就是所谓的

狄利克雷条件。通常地，我们可以用一系列解来展开波函数延展到全空间的态。在这里我们只关心边界附近的

束缚态解。为了找到零能解，我们有方程

[vpxσx + (mv2 −Bp2x)σz]φ(x) = 0 (1.6.2)

两边左乘 σx 得到

∂xφ(x) = − 1

vh̄
(mv2 +Bh̄2∂2

x)σyφ(x) (1.6.3)

如果 φ(x) 是 σy 的本征函数，我们让 φ(x) = χηϕ(x)，其中 σyχη = ηχη(η = ±1). 那么微分方程约化成二阶
常微分方程

∂xϕ(x) = − η

vh̄
(mv2 +Bh̄2∂2

x)ϕ(x) (1.6.4)

设 ϕ(x) = Ce−λx 得到久期方程

Bh̄2λ2 − ηvh̄λ+mv2 = 0 (1.6.5)

两个根满足韦达定理

λ+ + λ− =
ηv

h̄B
, λ+λ− =

mv2

Bh̄2
(1.6.6)

我们要求波函数在 x = 0 和 x = +∞ 处趋于 0：

φ(x = 0) = φ(x = +∞) = 0 (1.6.7)

不失一般性，我们认为有效速度 v > 0. 由于上面两个边界条件，我们必须要求久期方程的两个根是正的。这
样 χη 的本征值必须满足 λ+ + λ− > 0

λ+λ− > 0
=⇒

 ηv
h̄B

> 0 =⇒ η = sgn(B)

mv
2

Bh̄
2 > 0 =⇒ mB > 0

(1.6.8)
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在这两个条件下，存在束缚态零能解

φη(x) =
C√
2

(
sgn(B)

i

)
(e−λ+x − e−λ−x) (1.6.9)

其中 λ± = v
2|B|h̄(1±

√
1− 4mB)，C 是归一化常数。这个解的主要性质是波函数主要分布在边界附近，在远

离末端处指数衰减，如图所示。同样的我们令 ξ± = λ−1
± ，两个参数 ξ− > ξ+ 决定了波函数的空间分布，这是

两个非常重要的特征长度，表示了末端态的特征。

当B → 0时 =⇒

ξ+ → |B|h̄
v

ξ− → h̄sgn(B)
mv

(1.6.10)

所以当 B → 0 时，ξ+ 趋于 0，而 ξ− 趋于一个由能隙 mv2 决定的有限值。如果我们放宽波函数在边界处的条

件，在 B = 0 时甚至也可以存在解。通过这种方式，我们回到了传统的狄拉克方程。在这种情况下，两个方

程得到一个结果。当 m→ 0 时，ξ− → +∞，这表明末端态扩展到体态。这样，在 m = 0 时末端态消失，发

生拓扑量子相变。

B=0.05

B=0.1

B=0.15

B=0.2

图 4: 不同 B 对应修正狄拉克方程波函数空间分布

在四分量形式，两个简并解有如下形式。

Ψ1 =
C√
2


sgn(B)

0

0

i


(
e−x/ξ+ − e−x/ξ−

)
(1.6.11)

Ψ2 =
C√
2


0

sgn(B)

i

0


(
e−x/ξ+ − e−x/ξ−

)
(1.6.12)

求解过程如下

h(x) = vpxαx + (mv2 −Bp2)β (1.6.13)

求解零能解只需要让 h(x)φ(x) = 0

−ivh̄αx∂xφ(x) + (mv2 +B2h̄∂2
x)βφ(x) = 0 (1.6.14)

同样的做法，两边左乘 αx 得到

∂xφ(x) = − 1

vh̄
(mv2 +Bh̄2∂2

x)(σy ⊗ σx)φ(x) (1.6.15)
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令 φ(x) = χηϕ(x)，其中 χη 是 σy ⊗ σx 的本征向量。

σy ⊗ σx =

[
−iσx

iσx

]
(1.6.16)

久期方程 ∣∣∣∣∣ λI iσx

−iσx λI

∣∣∣∣∣ = 0 =⇒ λ = ±1 (1.6.17)

假设狄拉克二旋量为 χη =

[
α

β

]
，满足

(σy ⊗ σx)χη = ηχη (1.6.18)

这样就得到

−iσxβ = α =⇒ iσxα = ηβ (1.6.19)

令 α =

[
η

0

]
带入上式得到

iσx

[
η

0

]
= i

[
0

η

]
= η

[
0

i

]
=⇒ β =

[
0

i

]
=⇒ χη =


η

0

0

i

 (1.6.20)

令 α =

[
0

η

]
带入上式得到

iσx

[
0

η

]
= i

[
η

0

]
= η

[
i

0

]
=⇒ β =

[
i

0

]
=⇒ χη =


0

η

i

0

 (1.6.21)

所以把 φ(x) = χηϕ(x) 带入修正狄拉克方程得到

∂xϕ(x) = − η

vh̄
(mv2 +Bh̄2∂2

x)ϕ(x) (1.6.22)

该方程与边界条件与之前二分量一维 end 态一样，照抄过来得到四分量一维 end 态

ψ1 =
C√
2


sgn(B)

0

0

i


(
e−x/ξ+ − e−x/ξ−

)
(1.6.23)

Ψ2 =
C√
2


0

sgn(B)

i

0


(
e−x/ξ+ − e−x/ξ−

)
(1.6.24)

我们将会看到这两个方程是求解高维有效哈密顿解的基础。

该解在拓扑绝缘子理论中的作用不可低估。我们将会看到所有的边缘态或表面态的解，以及拓扑激发都

与这个解密切相关。
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1.6.1 二维：手征边缘态

在二维的情况下，方程可以解耦成两个独立方程

h± = vpx ± vpyσy + (mv2 −Bp2)σz (1.6.25)

这两个方程破坏了时间反演对称 σi → −σi, pi → −pi
我们考虑半无穷长的平面，x = 0 处有狄利克雷条件。py = h̄ky 是一个好量子数。在 ky = 0 处，二维方

程有和一维四分量形式一样的解。x 方向的解有和一维一样的解。这样我们用两个一维解 {Ψ1,Ψ2} 作为基底。
y 的独立部分 H2D = vpyαy −Bp2yβ 可以被视为一维哈密顿的微扰。这样我们有了一维边缘态的有效模型

Heff =

(
⟨Ψ1|∆H2D|Ψ1⟩ ⟨Ψ1|∆H2D|Ψ2⟩
⟨Ψ2|∆H2D|Ψ1⟩ ⟨Ψ2|∆H2D|Ψ2⟩

)
= vpysgn(B)σz (1.6.26)

证明：我们已知

|Ψ1⟩ = χ1
ηϕ(x)

|Ψ2⟩ = χ2
ηϕ(x)

(1.6.27)

计算矩阵元

⟨Ψi|∆H2D|Ψj⟩ =
∫
dx(χiη)

†ϕ∗(x)(vpyαy −Bp2yβ)χ
j
ηϕ(x)

= (χiη)
†(vpyαy −Bp2yβ)χ

j
η

(1.6.28)

分别计算 (χiη)
†αyχ

j
η 和 (χiη)

†βχjη 得到

Heff = vpysgn(B)σz (1.6.29)

B 的符号函数表明了一个事实，当 B = 0 时手征边缘态消失。束缚态色散关系为

ϵpy,± = ±vpy (1.6.30)

电子分别在两个不同的态里有正负速度 (±v)，构成一对手征边缘态。
二维情况的边缘态精确解有类似于一维情况的形式

ψ1 =
C√
2


sgn(B)

0

0

i


(
e−x/ξ+ − e−x/ξ−

)
e+ipyy/h̄ (1.6.31)

ψ2 =
C√
2


0

sgn(B)

i

0


(
e−x/ξ+ − e−x/ξ−

)
e+ipyy/h̄ (1.6.32)

分别对应两个不同的色散关系 ϵpy± = ±vpysgn(B). 特征长度依赖于 py

ξ−1
± =

v

2|B|h̄

1±

√
1− 4mB +

4B2p2y

v2

 (1.6.33)
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在二维情况 TKNN 整数可以用来表示系统是否拓扑非平凡。对于两带哈密顿形式 H = d(p)·σ，Chern 数可
以表示成

nc = − 1

4π

∫
dp

d ·
(
∂pxd × ∂pyd

)
d3

(1.6.34)

其中 d2 =
∑

α d
2
α. 积分跑遍整个第一布里渊区，Chern 数 nc 总是整数。在连续极限下，积分区域变得无穷

大，积分可以出现分数。对于上述哈密顿，Chern 数计算出来的结果为

n± = ±(sgn(m) + sgn(B))/2 (1.6.35)

这与霍尔电导率有关 σ± = n±e
2/h，当 m 和 B 有相同符号时候，n± = ±1，这个时候是拓扑非平凡的，当

m,B 有不同符号时，n± = 0，这个时候是拓扑平凡的。拓扑非平凡条件与边缘态条件 mB > 0 一致。这表示

了量子整数霍尔效应的体边对应。

1.6.2 三维情况：表面态

在三维情况下，我们考虑 x = 0 处的 y− z 平面。我们可以根据一维束缚态解推导出表面的有效模型。因

为 y − z 平面的动量是好量子数，我们用他们的本征值替代动量算符 py, pz。考虑 py− 和 pz− 分量作为一维
哈密顿 H1D 的微扰：

∆H3D = vpyαy + vzαz −B(p2y + p2z)β (1.6.36)

py = pz = 0 处的三维狄拉克方程的解和一维解 |Ψ1⟩, |Ψ2⟩ 有一样的形式。对于 py, pz ̸= 0，我们用解

ψ1 =
C√
2


sgn(B)

0

0

i


(
e−x/ξ+ − e−x/ξ−

)
ei(pyy+pzz)/h̄ (1.6.37)

ψ2 =
C√
2


0

sgn(B)

i

0


(
e−x/ξ+ − e−x/ξ−

)
ei(pyy+pzz)/h̄ (1.6.38)

作为一组基底。利用微扰有效哈密顿可以算出

Heff =

(
⟨Ψ1 |∆H2D|Ψ1⟩ ⟨Ψ1 |∆H2D|Ψ2⟩
⟨Ψ2 |∆H2D|Ψ1⟩ ⟨Ψ2 |∆H2D|Ψ2⟩

)
= vsgn(B)(p× σ)x (1.6.39)

计算过程和之前一样。做一个幺正变换

Φ1 =
1√
2
(|Ψ1⟩ − i |ψ2⟩)

Φ2 =
−i√
2
(|Ψ1⟩+ i |Ψ2⟩)

(1.6.40)

得到无能隙的狄拉克方程表面态

Heff =
1

2

(⟨
Φ1 |, ⟨Φ2|)∆H3D

(
|Φ1⟩
|Φ2⟩

)
= vsgn(B)

(
pyσy + pzσz

) (1.6.41)
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图 5: 三维表面态色散关系

色散关系为 ϵ± = ±vp, p =
√
p2x + p2y. 利用这种方式，我们对于表面态的狄拉克锥有了一个有效模型，如

图所示。值得注意 σi 在哈密顿里不是真实的自旋，是 py = pz = 0 处两个态决定的。在一些系统里 |Ψ1⟩, |Ψ2⟩
几乎沿 z 方向的电子自旋极化。在这个情况里泡利矩阵可以被视为真实自旋的一种近似。

三维表面态的精确求解为

Ψ± = CΨ0
±

(
e−x/ξ+ − e−x/ξ−

)
exp

[
+i
(
pyy + pzz

)
/h̄
]

(1.6.42)

其中

Ψ0
+ =


cos θ

2
sgn(B)

−i sin θ
2

sgn(B)

sin θ
2

i cos θ
2

 Ψ0
− =


sin θ

2
sgn(B)

i cos θ
2

sgn(B)

− cos θ
2

i sin θ
2

 (1.6.43)

色散关系为 ϵp,± = ±vsgn(B)，tan θ = py/pz，特征深度 ξ± 变成依赖于 p 的量。

ξ−1
± =

v

2|B|h̄
(1±

√
1− 4mB + 4B2p2/h̄2) (1.6.44)

2 拓扑绝缘体的最小晶格模型

2.1 紧束缚近似

紧束缚模型广泛应用于描述固体电子的能带。下图的示意图从原子物理学的角度描述了紧束缚晶格的形

成。考虑一个孤立原子，比如氢原子。在量子力学里，电子围绕原子核在库伦势下运动，形成一系列分立的能

级或者说轨道，En = − e
2

8πϵ0n
2
a)0
，其中 a0 是波尔半径，n 是整数能级序数。基态能是 En=1 = −13.6eV，半

径为 a0 = 0.529Å. 第一激发态的能量为 En=2 = −3.4eV . 这两个态之间的能量差为 −10.2eV . 这在固体中是
非常大的。所以在低温下认为只有基态电子是一个很好的近似。当两个原子靠得很近时，不同原子的两个电子

轨道可能在空间中产生交叠。一个原子的电子有可能调到另一个原子的轨道上去。因为电子主要局域化在原

子核周围，电子从一个原子隧穿到另一个原子的轨道上的概率依旧很小。这个图像可以推广到由原子构成的

晶格系统：电子从一个原子跃迁到另一个原子形成能带。

在二次量子化表象下，哈密顿的有效模型可以写成

H =
∑
i,σ=↑↓

ϵ0c
†
i,σ −

∑
⟨i,j⟩,σ=↑,↓

tijc
†
i,σcj,σ (2.1.1)
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期指那个对 i 求和跑遍真个晶格位点，σ =↑, ↓ 表示电子自旋向上和向下。c†i,sigma, ciσ 是电子在位点 i 自旋向

上或者向下的产生湮灭算符，分别服从反对易关系 {ci,σ, c†j,σ′} = δi,jδσ,σ′ . 湮灭算符要求 ci,σ|0⟩ = 0 表示电子

从位点 i 隧穿到 j 的隧穿振幅。

对于 N 格点的一维周期晶格，我们有 ci,σ = ci+N,σ. 为了简单起见，我们假设晶格具有平移不变性，所
以 tij = t。利用傅里叶变换得到

ci,σ =
1√
Na

∑
kn

eiknRickn,σ (2.1.2)

c†i,σ =
1√
Na

∑
kn

e−iknRic†kn,σ (2.1.3)

周期性条件给出 eiknRi = eikn(Ri+Na) ⇒ kn = 2πn
Na

(n = 0,±1,±2, · · · , N − 1). 用这种方式，哈密顿可以对角
化为

H =
∑
i,σ

ϵ0ciσciσ −
∑
⟨i,j⟩,σ

tijciσcjσ

=
∑
i,σ

ϵ0
Na

∑
kn,k

′
n

e−i(k
′
n−kn)Ric†

k
′
nσ
cknσ −

∑
⟨i,j⟩,σ

t

Na

∑
kn,k

′
n

e−i(k
′
nRi−knRj)c†

k
′
n,σ
ckn,σ

=
∑
kn,σ

ϵ0c
†
knσ

cknσ −
t

Na

∑
iρσ

∑
kn,k

′
n

e−i(k
′
n−kn)Rieiknρac†

k
′
nσ
cknσ

=
∑
knσ

(ϵ0 − 2t cos kna)c†knσcknσ =
∑
kn,σ

ϵ(kn)c
†
knσ

cknσ

(2.1.4)

所以我们看到在紧束缚近似中考虑最近邻相互作用的色散关系为 ϵ(kn) = ϵ0 − 2t cos kna. 值得注意 K =
2π
a
, ϵ(kn +K) = ϵ(kn). 对于比较大的 N，kn 可以连续的从 0 取到 2π

a
，K 被叫做倒格子的格矢。

该方法可以推广到二维和三维。倒格矢可以定义为从实空间到动量空间的傅里叶变换。在三维晶格中的

晶格基矢设为 a, b, c，倒格矢被定义为

Ka = 2π
b× c

a· (b× c)
, Kb = 2π

c× a

a· (b× c)
, Kc = 2π

a× b

a· (b× c)
, Ki ·Rj = 2πδij (2.1.5)

关于紧束缚近似

平移算符

因为电子在固体中感受到的晶格势是位置的周期函数，引入晶格平移算符是很有必要的

Tf(x) = f(x+ a) (2.1.6)

其中 f(x) 是位置的任意函数，a 是晶格周期。显然 T 与单粒子哈密顿对易

H = − h̄2

2m

∂2

∂x2
+ V (x) (2.1.7)

这很显然，因为我们设 x′ = x+ a，很显然 ∂

∂x
′ = ∂

∂x
，V (x′) = V (x).

线性代数告诉我们，如果两个线性算符相互对易，那么对于他们存在共同的本征函数。我们假设 Ψ 是 H

和 T 的共同本征态。

HΨ = EΨ, TΨ = λΨ (2.1.8)
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其中 E, λ 是本征值。显然，把 T 作用 N 次

TNΨ(x) = λNΨ(x) = Ψ(x+Na) (2.1.9)

我们采用周期性边界条件，所以有 Ψ(x+Na) = Ψ(x)，这意味着

TNΨ(x) = Ψ(x) =⇒ λN = 1 =⇒ λ = ei
2πn
N (2.1.10)

其中 n = 0,±1,±2 · · · . 我们也可以写成
λ = eika (2.1.11)

其中 k = 2πn
Na

. 显然相差 2π
a
的两个不同的 k给出同一个 λ. 和通常一样，对于一维晶格我们在 −π/a < k < π/a

的范围内选择 N 个独立的 k，这正好是一维晶格的第一布里渊区。

对于一维以上的系统，TR 表示平移一个晶格矢量

TRΨ(r) = eik·RΨ(r) (2.1.12)

其中 k = n1

N1
b1 + n2

N2
b2 + n3

N3
b3，这里 n1, n2, n3 是整数，b1, b2, b3 是倒格子的基矢量。我们对于周期边界

L1 = N1a, L2 = N2a, L3 = N3a 有一个周期表姐条件，n1, n2, n3 的取值将 k 约束在了第一布里渊区。

布洛赫定理

刚才解释一维 N 原子晶格和周期性边界条件

TΨ(x) = Ψ(x+ a) = eikaΨ(x) (2.1.13)

其中在第一布里渊区有 N 个独立的 k。我们可以定义函数

uk(x) = e−ikxΨ(x) (2.1.14)

显然

Tuk(x) = T{eikxΨ(x)} = e−ik(x+a)Ψ(x+ a) = e−ikxΨ(x) = uk(x) (2.1.15)

因此，我们得到布洛赫函数

Ψ(x) = eikxuk(x) (2.1.16)

uk(x) 是一个周期函数 uk(x+ a) = uk(x). 这就是众所周知的 Bloch 定理。

紧束缚近似/LCAO

我们假设自由原子有势场 Va(r)，以至于传导电子 (例如钠原子 3s 上的电子) 满足薛定谔方程(
− h̄2

2m
∇2 + Va(r)− Ea

)
ϕ(r) = 0 (2.1.17)

这里 Ea 表示传导电子的单原子能级。当原子形成晶格时，原子之间的独立势相互交叠，如图所示 在紧束缚

近似中，我们假设原胞 Rj 中的电子受到其他不在 Rj 的原子的影响是很微小的。它在原胞 Rj 中的波函数应

该很接近单原子能级 Ea 的波函数 ϕ(r − Rj). 我们可以对原子轨道波函数 ϕ(r − Rj) 线性组合来作为固体电

子中的试探波函数。
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图 6: 单原子势和晶格势比较

为了满足 Bloch 定理，我们如下构造

Ψk(r) =
1√
N

∑
j

eik · Rjϕ
(
r −Rj

)
(2.1.18)

显然平移算符作用在 Ψk 得到

TRn
Ψk(r) = Ψk(r +Rn) =

1√
N

∑
j

eik·Rjϕ(r −Rj +Rn)

= eik · Rn
1√
N

∑
j

eik · (Rj−Rn)ϕ
(
r −Rj +Rn

)
= eik · RnΨk(r)

(2.1.19)

Ψk 态的能量由下式给出

Ek =
⟨Ψk|H|Ψk⟩
⟨Ψk|Ψk⟩

(2.1.20)

其中哈密顿是电子在晶格里的哈密顿，此外还有

⟨Ψk|Ψk⟩ =
1

N

∑
j,m

eik· (Rj−Rm)

∫
d3rϕ∗(r −Rm)ϕ

∗(r −Rj) (2.1.21)

如果忽略 ϕ(r −Rj) 和 ϕ(r −Rm) 的交叠，d
3r 的积分给出的是 δj,m，对 j 求和得到是晶格总数 N .

对于固体中的电子哈密顿所包含的势 V (r). 我们也可以写成

V (r) = Va(r −Rj) + Ṽ (r −Rj) (2.1.22)

换句话说，Ṽ (r − Rj) 是固体的全体势减去局域在 Rj 原子的势。从图表中可以看出 Va 比 V (r) 要大，所以

Ṽ (r −Rj) 是负的。对于局域在 Rj 的单原子哈密顿有[
− h̄2

2m
∇2 + Va

(
r −Rj

)
− Ea

]
ϕ
(
r −Rj

)
= 0 (2.1.23)

所以 Ψk 对应的能级能量为

Ek = ⟨Ψk|H|Ψk⟩ =
1

N

∑
j

∑
m

eik · (Rj−Rm)
∫

d3rϕ∗ (r −Rm)
[
Ea + Ṽ

(
r −Rj

)]
ϕ
(
r −Rj

)
(2.1.24)

第一项 Ea 是单原子能级的能量，是个常数，并且能拿出积分外。由于 |Ψk⟩ 的归一化条件，第一项拿出积分
后得到的数值就是 Ea. 然后我们定义下列数值

α = −
∫

d3rϕ∗ (r −Rj
)
Ṽ
(
r −Rj

)
ϕ
(
r −Rj

)
γ = −

∫
d3rϕ∗ (r −Rm) Ṽ

(
r −Rj

)
ϕ
(
r −Rj

) (2.1.25)

由于平移对称性，α, γ 是一个与格点指标无关的常数。考虑最近邻相互作用，我们得到

Ek = Ea − α− γ

′∑
⟨j,m⟩

eik· (Rj−Rm) (2.1.26)
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我们选择减号的原因是因为 Ṽ (r −Rj) 本身就是负的，这样选择可以使 α, γ 为正。

我们举一个三维方晶格的例子

Ek = Ea − α− 2γ(cos kxa+ cos kya+ cos kza) (2.1.27)

由于 γ, α > 0

EMin
k = Ea − α− 6γ, EMax

k = Ea − α+ 6γ (2.1.28)

k [1,1,1]

Ek

Ea − α− 6γ π
a

Ea − α+ 6γ

−π
a

Ea − α+ 6γ

Ea − α
Ea

︸
︷︷

︸

能带宽度 ∆E = 12γ

方晶格紧束缚近似的色散关系

对于长波极限 k ≪ π
a
泰勒展开得到

Ek ≃ Ea − α− 6γ + γa2k2; k2 = k2x + k2y + k2z

= EMin
k +

h̄2k2

2m∗

(2.1.29)

有效质量 m∗ = h̄
2

2γa
2 . 当 γ 减小时，能带宽度 ∆E 也随之减小，E = EMin

k 附近的有效质量增加。下面是二

维方晶格色散关系：

图 7: 二维方晶格色散关系

紧束缚近似二次量子化

假设自由电子系统由哈密顿

H0 =
∑
k

εkc
†
kck (2.1.30)

描述，其中 εk =
h̄k

2

2m
是动能项。在周期势场里 V (r) =

∑
K VKe

iK· r，我们能写出二次量子化形式

H ′ =
∑
k,K

VKc
†
k+Kck (2.1.31)

现在引入格点 R0
n 上的产生湮灭算符 cn, c

†
n

cn =
1√
N

∑
k

cke
ik·R

0
n (2.1.32)
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逆变换为

ck =
1√
N

∑
n

cne−ik · R0
n (2.1.33)

带入动能项 H0 中得到

H0 =
∑
k

εk
∑
n,m

1

N
c†ncme

ik· (R
0
n−R

0
m) (2.1.34)

定义

Tnm =
1

N

∑
k

εkeik · (R0
n−R0

m) (2.1.35)

得到

H0 =
∑
nm

Tnmc
†
ncm (2.1.36)

现在计算 H ′

H ′ =
∑
k,K

VK
1

N

∑
nm

c†nei(k+K)· R0
ncme−ik · R0

m

=
∑
Knm

[∑
k

1

N
eik · (R0

n−R0
m)

]
VKeiK · R0

nc†ncm

(2.1.37)

由于 1
N

∑
k eik · (R0

n−R0
m) = δnm, 我们有

H ′ =
∑
K,n

VKeiK · R0
nc†ncn (2.1.38)

我们记
∑

K VKe
iK · R0

n = V (R0
n)

H ′ =
∑
n

V
(
R0
n

)
c†ncn (2.1.39)

考虑 H0 后得到

H =
∑
n

(
Tnn + V

(
R0
n

))
c†ncn +

∑
n ̸=m

Tnmc
†
ncm

=
∑
n

εnc
†
ncn +

∑
n ̸=m

Tnmc
†
ncm

(2.1.40)

其中 ϵn = Tnn + V (R0
n) 表示在位点 n 的能量，Tnm 表示从位点 n 隧穿到 m 的振幅。从原子能级开始，允许

能带中的近邻格点隧穿，能带宽度依赖于隧穿振幅 Tnm

2.2 从连续到晶格系统

连续模型通常描述长波长度极限下的低能物理。能带结构的拓扑应能反映出布里渊区整个能带结构的性

质。实际上，人们喜欢用晶格模型而不是连续模型去探索系统的拓扑。一个连续模型可以在紧束缚模型下映射

到一个晶格模型，其中布里渊区是有限的。

通常地从一个连续系统映射到格点系统常用的方法是晶格离散化，例如一维晶格链

x

· · ·· · ·

j = −2 −1 0 1 2 3
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在格点中的坐标 x = ja 是离散的数，我们计算一维狄拉克方程在格点 x = ja 的离散条件

[h(x)ψ(x)]x=ja = −ivh̄αx∂xψ(x)|x=ja + (mv2 +Bh̄2∂2
x)βψ(x) (2.2.1)

一般而言求解狄拉克方程时我们将狄拉克波函数分解成旋量部分和函数部分 ψ(x) = χηϕ(x). χη 是 α, β 的本

征列向量。这样我们实际上只需要考虑关于 ϕ 的二阶微分方程求解。我们定义

ϕj → ϕ(x = ja) (2.2.2)

我们现在用导数的有限差分近似。假设晶格常数 a 很小，我们可以把一阶导数近似为[
dϕ
dx

]
x=(j+ 1

2 )a

→ 1

a
[ϕj+1 − ϕj ] (2.2.3)

同样的，二阶导数可以计算出来[
d2ϕ

dx2

]
x=ja

→ 1

a

{[
dϕ
dx

]
x=(j+ 1

2 )a

−
[

dϕ
dx

]
x=(j− 1

2 )a

}

→ 1

a

(
1

a

(
ϕj+1 − ϕj

)
− 1

a
(ϕj − ϕj−1)

)
→ 1

a2
(ϕj+1 − 2ϕj + ϕj+1)

(2.2.4)

对于 h(x) 而言 ψ(x) = χηϕ(x), ϕ(x) = eikx 是一个本征函数。在离散晶格下，对应的差分方程为

[h(x)ψ(x)]j = −ivh̄αx
1

2a
(ψj+1 − ψj−1) +mv2βψj +Bh̄2β

1

a2
(ψj+1 − 2ψj + ψj−1) (2.2.5)

其中 ψj = χηϕj . 我们带入本征函数 ψj = χηe
ikja 得到

h(x)ψ(x)|x=ja = [vh̄αxχη
1

a
sin ka+mv2βχη +

Bh̄2

a2
(2 cos ka− 2)βχη]ϕj

= [vh̄αx
1

a
sin ka+ (mv2 − 2Bh̄2

a2
(1− cos ka))β]ψj

(2.2.6)

与一维连续系统狄拉克方程比较，我们得到一维替换

kx → 1

a
sin kxa

k2x → 2

a2
(1− cos kxa)

(2.2.7)

推广到 d 维超立方晶格中，有替换

ki →
1

a
sin kia

k2i →
4

a2
sin2 kia

2
=

2

a2
(1− cos kia)

(2.2.8)

其中只在长波极限下成立，也就是说 kia → 0 时利用关系式 sin ∼ x. 对于 k2i，我们用 sin2 kia
2
或者 cos kia

而不是 sin2 kia，这是为了避免有效哈密顿里长距离隧穿。通过这种方式，晶格模型中的隧穿项仅仅在最近邻

之间存在。

通常在晶格模型中对于无质量狄拉克粒子存在倍增问题。替换 ki → ∼kia
a
对于 kia = π 处会引起额外的零

点。这样在方晶格里对于无带隙的狄拉克方程会存在四个狄拉克锥。分别是 k = (0, 0), k = (0, π
a
), (π

a
, 0), (π

a
, π
a
).
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因为 4B

a
2 sin2 kia

2
→ Bk2，足够大的 B 会消除掉在 (π

a
, π
a
) 的零点。这样，晶格模型在 B 足够大的条件下等价

于连续模型。对于有限的 B，在晶格模型中，由于 ki 的线性项和二次项相互竞争，能带在 Γ 点可能不会打

开1。这个事实可能导致从大 B 连续变化到小 B 的一个拓扑相变。类似的相变也在高维系统中存在。因此，当

我们研究紧束缚近似中的连续模型时，应该小心。然而，如果当模型参数连续变化时，能带中的能隙没有关闭

然后打开，能带的拓扑结构就绝不会发生改变。

利用这个映射，我们得到拓扑绝缘体的晶格模型

H =
h̄v

a

∑
i=x,y,z

sin kiaαi +
(
mv2 −B

4h̄2

a2

∑
i=x,y,z

sin2 kia

2

)
β (2.2.9)

系统的能谱为

Ek,± = ±

√√√√ h̄2v2

a2

∑
i=x,y,z

sin2 kia+

(
mv2 − 4Bh̄2

a2

∑
i=x,y,z

sin2 kia

2

)2

(2.2.10)

对于 mB < 0，两个能带之间存在能隙 2|m|v2. 对于 mB = 0, b ̸= 0，能隙在 kia = 0 处闭合，闭合点

E0+ = E0−. 对于 mB > 0，存在一系列无带隙点，对于一二三维系统 mv2 = 4Bh̄
2

a
2 处，对于二三维系统

mv2 = 8Bh̄
2

a
2 处，对于三维系统 mv2 = 12Bh̄

2

a
2 处。我们会看到，对于量子相变这些正好是相变点。为了简化，

我们设 a = h̄ = 1.

图 8: mv2 = 4Bh̄
2

a
2 图 9: mv2 = 8Bh̄

2

a
2 图 10: mv2 = 12Bh̄

2

a
2

我们可以做一个傅里叶变换，将有效哈密顿从动量空间变到格点空间。在紧束缚近似下，超立方晶格中的

哈密顿有如下形式

H =
∑
i,n,m

∆c†i,nβnmci,m − t
∑

⟨i,j⟩,n,m

c†j,nβnmcim + it′
∑
i,a,n,m

[
c†i+a,n (αa)nm cim − c†i,n (αa)nm ci+a,m

]
(2.2.11)

二次量子化的过程很简单。在 k 空间里二次量子化哈密顿写成

H =
h̄v

a

∑
a

∑
ka

sin kaa
∑
m,n

c†
k⃗,n

(αa)nmck⃗,m +
∑
k⃗

∑
m,n

mv2ck⃗,nβnmck⃗,m − 4Bh̄2

a2

∑
a

∑
ka

∑
m,n

sin2 kaa

2
c†
k⃗,n
βnmck⃗,m

(2.2.12)
带入傅里叶变换

ck⃗ =
1√
Na

∑
i

e−ik⃗· R⃗ici

c†
k⃗
=

1√
Na

∑
i

eik⃗· R⃗ic†i

(2.2.13)

1
这块目前我也没搞明白，希望有懂的可以交流一下。暂时不去思考，我们继续往前走。
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利用 sin kaa = 1
2i
(exp(ika)− exp(−ika)). 上式第一项我们得到

term1 =
h̄v

a

∑
a

∑
ka,m,n

1

2i
(eikaa − e−ikaa)

1

Na

∑
i,j

eik⃗· (R⃗j−R⃗i)c†j,n(αa)nmci,m

= −i h̄v
2a

∑
a

∑
m,n,i,j

[δj+a,ic
†
j,n(αa)nmci,m − δj,i+ac

†
j,n(αa)nmci,m]

= i
h̄v

2a

∑
i,a,n,m

[c†i+a,n(αa)nmci,m − c†i,n(αa)nmci+a,m]

(2.2.14)

对于第二项

term2 = mv2
∑
k⃗,m,n

c†
k⃗,n
βnmck⃗,m

=
mv2

Na

∑
k⃗,m,n

∑
i,j

e−ik⃗· (R⃗j−R⃗i)c†j,nβnmci,m

= mv2
∑
i,m,n

c†i,nβnmci,m

(2.2.15)

对于第三项2

term3 = −4Bh̄2

a2

∑
a

∑
ka

∑
m,n

sin2 kaa

2
c†
k⃗,n
βnmck⃗,m

= −2Bh̄2

a2

∑
a

∑
ka

∑
m,n

(1− cos kaa)c†k⃗,nβnmck⃗,m

= −2dBh̄2

a2

∑
i,m,n

c†i,nβnmci,m +
2Bh̄2

a2

∑
a,ka,m,n

cos kaac†k⃗,nβnmck⃗,m

(2.2.16)

利用欧拉公式 cosx = 1
2i
(exp(ix) + exp(−ix)) 我们得到

term3 = −2dBh̄2

a2

∑
i,m,n

c†i,nβnmci,m +
2Bh̄2

a2

∑
i,n,m

[c†i+a,nβnmci,m + c†i,nβnmci+a,m]

= −2dBh̄2

a2

∑
i,m,n

c†i,nβnmci,m +
2Bh̄2

a2

∑
n,m,⟨i,j⟩

c†j,nβnmci,m

(2.2.17)

把这三项加起来就是上述格点表象中的哈密顿形式，

H =
∑
i,n,m

(mv2 − d
2Bh̄2

a2
)c†i,nβnmci,m +

2Bh̄2

a2

∑
n,m,⟨i,j⟩

c†j,nβnmci,m + i
h̄v

2a

∑
i,a,n,m

[c†i+a,n(αa)nmci,m − c†i,n(αa)nmci+a,m]

(2.2.18)

其中 ⟨i, j⟩ 跑遍所有的最近邻格点，a = x, y, z，i+ a 代表晶格坐标 Ri +Ra. n,m = 1, 2, · · · , d，d 表示狄拉
克矩阵的维数。比较参数可以知道系数为

t′ =
h̄v

2a
, ∆ = mv2 + 2dt, t = −Bh̄

2

a2
(2.2.19)

用 c†i 标记 (c†i,1, c
†
i,2, · · · , c

†
i,d). 通过这种方式，方程可以写成紧凑的形式

H =
∑
i

∆c†iβci − t
∑
⟨i,j⟩

c†jβci + it′
∑
i,a

[c†i+aαaci − c†iαaci+a] (2.2.20)

2
第三项的第一项不知道为什么计算上少了一个 d，我暂时也没想明白哪里算错了，先不管了，往前走
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2.3 一维晶格

考虑一个一维晶格模型

H = ∆

N∑
j=1

c†jσzcj − t

N−1∑
j=1

(c†j+1σzcj + c†jσzcj+1) + it′
N−1∑
i=1

(c†j+1σxcj − c†jσxcj+1) (2.3.1)

其中 c†j = (c†j,↑, c
†
j,↓). 为了寻找到末端态，我们采用开边界条件。我们选择 (c†1, c

†
2, · · · , c

†
N ) 作为基底。哈密顿

可以写成矩阵的形式

H =



∆σz T 0 0 . . . 0

T † ∆σz T 0 . . . 0

0 T † ∆σz T . . . 0
...

... . . . . . . . . . ...
0 0 0 T † ∆σz T

0 0 0 0 T † ∆σz


(2.3.2)

其中 T = −tσz − it′σx. 因为 σx, σz 都是 2× 2 的矩阵，哈密顿是 2N × 2N 的矩阵。我们知道泡利矩阵的关

系为这里我们给出半无穷长末端在 j = 1, N = +∞ 的解。我们令 Ψ† = (Ψ†
1,Ψ

†
2, · · · ,Ψ

†
N ) 为 H 的本征向量。

本征方程变成

∆σzΨj + TΨj+1 + T †Ψj−1 = EΨj (2.3.3)

其中 j = 1, 2, · · · 以及 Ψ0 = 0. 为了求解这个方程，我们带入试探解

Ψj+1 = λΨj = λj+1Ψ (2.3.4)

这样本征方程变成

(∆σz + λT + λ−1T †)Ψ = PΨ = EΨ (2.3.5)

其中，算符 P = ∆σz + λT + λ−1T † = γ·σ

γx = −it′(λ− λ−1)σx

γy = 0

γz = ∆− λt− λ−1t

(2.3.6)

一般而言，矩阵 P 是一个非厄米矩阵，对于一个 P 可能有两个复本征值。但是对于实际物理系统的本征值，

E 必须是实数。所以 P 不得不至少满足下列两个条件之一

1. γ 所有的分量都是实的.

2. 所有非 0 复分量的组合给出 E = 0.

当 λ = eik 时，第一个条件显然满足，这给出体带的解。这个在这里不是我们所关系的解。第二个条件定义了

所谓的零化子，在这个条件下，P 的本征值对应的 E = 0. 所以我们有

P = γ·σ = γxσx + γzσz =

[
γz γx

γx −γz

]
, (γy = 0) (2.3.7)

对应的久期方程为 ∣∣∣∣∣E − γz −γx
−γx E + γz

∣∣∣∣∣ = 0 =⇒ E = ±
√
γ2x + γ2z = 0 (2.3.8)
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也就是说 γ2x + γ2z = 0. 对该式子做标准分解得到

(γx + iγz)(γx − iγz) = 0 =⇒ γz = isγx (2.3.9)

这样我们有

P = γx(σx + isσz) = γx

[
is 1

1 −is

]
(2.3.10)

对应的零能本征向量为 Ψ = 1
2

(
1

−is

)
，满足 PΨ = 0. 这也是 σy 本征值为 −s 的本征向量。

升降算符定义为 σ±σx ± σy，满足

σ+

(
1

0

)
= 0;σ+

(
0

1

)
= 2

(
1

0

)

σ−

(
0

1

)
= 0;σ−

(
1

0

)
= 2

(
0

1

) (2.3.11)

对于零能解 E = 0，我们有

γz = isγx =⇒ ∆− tλ− tλ−1 = is(−it′(λ− λ−1)) (2.3.12)

化简得到关于 λ 的一元二次方程

(t+ st′)λ2 −∆λ+ t− st′ = 0 (2.3.13)

解得两个根

λ±(s) =
∆

2
(
t+ st′

) [1±
√

1−
4
(
t2 − t2

)
∆2 ] (2.3.14)

由于末端态条件，j 非常大时，Ψj → 0。所以必须有

|λ±| < 1 =⇒ λ+λ− =
t− st′

t+ st′
< 1 =⇒ s = sgn( t

′

t
) (2.3.15)

这样分为两种情况

1. λ± 是复数 =⇒ 4(t2 − t′2) > ∆2

λ+ =
∆

2(t+ st′)

1 + i

√
4(t2 − t′2)

∆2 − 1


=⇒ λ2

+ =
∆2

4(t+ st′)2

2∆2 − 4(t2 − t′2)

∆2 + 2i

√
4(t2 − t′2)

∆2 − 1


=⇒ |λ2

+| =
|t2 − t′2|
(t+ st′)2

=
t− st′

t+ st′
=

1− | t
′

t
|

1 + | t
′

t
|
< 1

(2.3.16)

同样的计算 λ− = ∆

2(t+st′)
[1− i

√
4(t2−t2)

∆
2 − 1] 得到

|λ2
−| = |λ2

+| =
1− | t

′

t
|

1 + | t
′

t
|
< 1 (2.3.17)
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x

y

O 1

λ+

λ−

︸︷︷︸ |λ+|

︸ ︷︷ ︸|λ−|

2. λ± 是实数，此时有

4(t2 − t′2) < ∆2 (2.3.18)

由于无穷处狄利克雷条件，我们必须要求 |λ±| < 1. 所以

|λ±|
2
=

∆2

4
(
t+ st′

)2
2− 4

(
t2 − t2

)
∆2 ± 2

√
1−

4
(
t2 − t2

)
∆2

 < 1 (2.3.19)

这段计算冗长至极，求解 ∆

2− 4(t2 − t′2)

∆2 + 2

√
1− 4(t2 − t′2)

∆2 <
4(t+ st′)2

∆2

∆2 − 2(t2 − t′2) +

√
∆4 − 4∆2(t2 − t′2) < 2(t+ st′)2

∆4 − 4∆2t2 + 4∆2t′2 < (4t2 + 4stt′ −∆2)2 = 16t4 + 16s2t2t′2 +∆4 + 32st3t′ − 8stt′∆2 − 8t2∆2

−∆2t2 +∆2t′2 < 4t4 + 4t2t′2 + 8st3t′ − 2stt′∆2 − 2t2∆2

=⇒ (t2 + 2stt′ + t′2)∆2 < 4(t4 + 2st3t′ + t2t′2)(左右两边除以 t4)

(1 + | t
′

t
|)2∆

2

t2
< 4(1 + | t

′

t
|)2 =⇒ ∆2 < 4t2

(2.3.20)

这样我们得到这种情况下 ∆2 必须满足条件:

4
(
t2 − t2

)
< ∆2 < 4t2 (2.3.21)

j = 0 时波函数要求是 Ψ0 = 0. 所以最终一维模型的解为

Ψj = (λj+ − λj−)Ψ,


(λ1

+ − λ1
−)Ψ

(λ2
+ − λ2

−)Ψ
...

(λN+ − λN− )Ψ

 , Ψ =
1√
2

(
1

−is

)
(2.3.22)
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这个解在 j = 1 处并不是 0.
一个特殊的例子：这个模型在 ∆ = 0, t = t′ 处存在两个精确解。这种情况下，我们有解

ΨL =


φ1

0
...
0

 , ΨR =


0

0
...
φN

 , λ± = ±
√
s− 1

s+ 1
(2.3.23)

在末端 j = 1 处有条件 φN = λNφ1 → 0，这就要求 s = 1 ⇒ λ = 0. 得到

ΨL =


φ1

0
...
0

 , φ1 =
1√
2

(
1

−i

)
(2.3.24)

在末端 j = N 处有条件 φ1 = (λN )−1φN → 0，这就要求 s = −1 ⇒ λ−1 = 0. 得到

ΨR =


0

0
...
φN

 , φN =
1

2

(
1

i

)
(2.3.25)

这两个解分别局域在两个末端，能量本征值为 0. 由于这两个解是简并的，它们的线性组合也是这个晶格模型
的解。

2.4 二维晶格模型

2.4.1 整数霍尔效应

晶格模型中拓扑绝缘体的哈密顿为

H =
h̄v

a

∑
i=x,y,z

sin kiaαi +
(
mv2 −B

4h̄2

a2

∑
i=x,y,z

sin2 kia

2

)
β (2.4.1)

二维系统中 αx = σx, αy = σy, β = σz. 这样我们可以把方晶格模型写成

H = d(k)·σ (2.4.2)

其中

dx = A sin kxa, dy = A sin kya, dz = ∆− 4B(sin2 kxa

2
+ sin2 kya

2
)

A =
h̄v

a
, ∆ = mv2, h̄ = a = 1

(2.4.3)

我们可以把这个哈密顿看成一个在有效磁场 d(k) 里的自旋 1
2
系统。色散关系为

Ek,± = ±|d(k)| (2.4.4)
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色散关系的零点由下列决定

d2x = 0 =⇒ sin2 kxa = 0, d2y = 0 =⇒ sin2 kya = 0

d2z = 0 =⇒ ∆− 4B(sin2 kxa

2
+ sin2 kya

2
)

(2.4.5)

存在三类解

1. ∆ = 0, kxa = 0, kya = 0

2. ∆ = 4B, kxa = 0, kya = π 或者 kxa = π, kya = 0

3. ∆ = 8B, kxa = π, kya = π

能隙在这些点处关闭然后重新打开。我们将会看到在这些点处发生拓扑量子相变：∆ = 0, 4B, 8B

为了找到边缘态的解，我们可以采用带状的几何形状。沿着 x方向，我们采用周期性边界条件使得 Kx 是

一个好量子数。沿着 y 方向，我们采用一个开边界条件。对 x 方向做部分傅里叶变换，kx 被视为一个变量，

问题简化为一个一维问题。

H =
∑
kx,ky

c†kx,kyh(kx, ky)ckx,ky

⇓

H =
∑
kx,ky

[
A sin kxac†kx,kyσxckx,ky +A sin kyac†kx,kyσyckx,ky + (∆− 4B sin2 kxa

2
− 4B sin2 kya

2
)c†kx,kyσzckx,ky

]

=
∑
kx,ky

[
A sin kxac†kx,kyσxckx,ky +A sin kyac†kx,kyσyckx,ky + (∆− 4B sin2 kxa

2
− 2B + 2B cos kya)c†kx,kyσzckx,ky

]
(2.4.6)

对 ky 做部分傅里叶变换
ckx,j = 1√

Nya

∑
ky
eikyRjckx,ky

c†kx,j = 1√
Nya

∑
ky
e−ikyRjc†kx,ky

=⇒


ckx,ky = 1√

Nya

∑
j e

−ikyRjckx,j

c†kx,ky = 1√
Nya

∑
j e

ikyRjc†kx,ky

(2.4.7)

同样的，分为四项来计算

Term1 =
∑
kx,ky

A sin kxac†kx,kyσxckx,ky∑
kx,ky

A sin kxa
1

Nya

∑
j,j

′

eiky(Rj−R
′
j)c†kx,jσxckx,j

′

=
∑
kx

∑
j

A sin kxac†kx,jσxckx,j

(2.4.8)

Term2 =
∑
kx,ky

A sin kyac†kx,kyσyckx,ky

=
∑
kx,ky

A

2i
(eikya − e−ikya)

1

Nya

∑
j,j

′

e
iky(Rj−Rj

′ )c†kx,jσyckx,j
′

=
∑
kx,ky

−iA
2

1

Nya

∑
j,j

′

(e
iky(Rj−Rj

′+a) − e
iky(Rj−Rj

′−a))c†kx,jσyckx,j
′

=
∑
kx

∑
j

−iA
2
(c†kx,jσyckx,j+1 − c†kx,j+1σyckx,j)

(2.4.9)
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Term3 =
∑
kx,ky

(∆− 4B sin2 kxa

2
− 2B)c†kx,kyσzckx,ky

=
∑
kx,ky

(∆− 4B sin2 kxa

2
− 2B)

1

Nya

∑
j,j

′

e
iky(Rj−Rj

′ )c†kx,jσzckx,j
′

=
∑
kx

∑
j

(∆− 4B sin2 kxa

2
− 2B)c†kx,jσzckx,j

(2.4.10)

Term4 =
∑
kx,ky

2B cos kya
1

Nya

∑
j,j

′

e
iky(Rj−Rj

′ )c†kx,jσzckx,j
′

=
∑
kx,ky

∑
j,j

′

B

Nya
(e
iky(Rj−Rj

′−a) + e
iky(Rj−Rj

′−a))c†kx,jσzckx,j
′

=
∑
kx

∑
j

B(c†kx,jσzckx,j+1 + c†kx,j+1σzckx,j)

(2.4.11)

四项合并得到

H (kx) =

N∑
j=1

c†kk,jhj,j (kx) ckx,j +

N−1∑
j=1

[
c†kx,jhj,j+1 (kx) ckx,j+1 + c†kx,j+1hj+1,j (kx) ckx,j

]
(2.4.12)

其中

hj,j (kx) = A sin kxσx +
(
∆− 2B − 4B sin2 kxa

2

)
σz

hj,j+1 (kx) = Bσz −
i

2
Aσy

hj+1,j (kx) = h†j,j+1 (kx) = Bσz +
i

2
Aσy

(2.4.13)

这个寻找边缘态解的问题简化成一个对于具体 kx 的一维问题。我们可以通过之前介绍的方法求解这个问题，

也可以通过数值来计算。

2.4.2 量子自旋霍尔效应

结合 2× 2 修正狄拉克模型可以生成一个量子自旋霍尔效应的有效模型。在时间反演 Θ = iσyK 下

ki −→ −ki, σi −→ −σi (2.4.14)

我们有

Θd(k)·σΘ−1 = −d(−k)·σ

= A sin kxaσx +A sin kyaσy − (∆− 4B sin2 kxa

2
− 4B sin2 kya

2
)σz

=

[
−dz dx − idy

dx + idy dz

] (2.4.15)

也就是说在时间反演下的修正狄拉克模型实质上发生了

dx −→ dx, dy −→ dy, dz −→ −dz (2.4.16)
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我们令 d(k)·σ 为自旋向上部分，−d(−k)·σ 为自旋向下部分。这种方式下，我们得到 4× 4 的有效哈密顿

HQSHE =

(
d(k)·σ 0

0 −d(−k)·σ

)
=


dz dx − idy

dx + idy −dz
−dz dx − idy

dx + idy dz


= A sin kxas0 ⊗ σx +A sin kyas0 ⊗ σy +

(
∆− 4B sin2 kxa

2
− 4B sin2 kya

2

)
sz ⊗ σz

(2.4.17)

其中 s0 是 2× 2 的单位矩阵，sz 是自旋指标的泡利矩阵。可以引入更多的项，例如出现在非对角项的自旋轨

道耦合，耦合了自旋向上和自旋向下。这样 Sz 不再是守恒量。但是边缘态可能会保存下来，这可以用数值方

法来验证。

2.5 三维晶格模型

三维方晶格模型为

H = A
∑

i=x,y,z

αi sin kia+ β

(
∆− 4B

∑
i=x,y,z

sin2 kia

2

)
(2.5.1)

色散关系为

Ek,± = ±|d(k)|

= ±

√√√√A2
∑

i=x,y,z

sin2 kia+

(
∆− 4B

∑
i=x,y,z

sin2 kia

2

)2 (2.5.2)

能带零点由下列决定

sin2 kxa = sin2 kya = sin2 kza = 0

∆ = 4B sin2 kxa

2
+ 4B sin2 kya

2
+ 4B sin2 kza

2

(2.5.3)

有四个零点，分别是 ∆ = 0,∆ = 4B,∆ = 8B 和 ∆ = 12B. 在 0 < ∆/B < 4 和 8 < ∆ < 12 处是拓扑非平凡

区。拓扑相变发生在 ∆ = 0 和 ∆ = 4, 8, 12 处。

为了找到表面态解，我们考虑一个半无穷大 x − y 平面。在这种情况下 kx, ky 仍然是好量子数。对 z 做

部分傅里叶变换，变到 z 方向的局域格点上
ckx,ky,jz = 1√

Nza

∑
kz
eikzjzckx,ky,kz

c†kx,ky,jz = 1√
Nza

∑
kz
e−ikzjzc†kx,ky,kz

,


ckx,ky,kz = 1√

Nza

∑
jz
e−ikzjzckx,ky,jz

c†kx,ky,kz = 1√
Nza

∑
jz
eikzjzc†kx,ky,jz

(2.5.4)

得到一维 z 方向的有效哈密顿

H(kx, ky) =
∑
jz

c†kx,ky,jzϵ
(
kx, ky

)
ckx,ky,jz +

∑
jz

c†kx,ky,jz+1

(
i
A

2
αz − 2Bβ

)
ckx,ky,jz + h.c. (2.5.5)

其中

ϵ
(
kx, ky

)
=
(
A sin kxαx +A sin kyαy

)
+

(
∆− 2B − 4B

∑
i=x,y

sin2 kia

2

)
β (2.5.6)

这里 ckx,ky,jz 是四分量旋量。我们可以通过精确对角化找到表面态解。
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2.6 时间反演不变动量点的宇称 TRIM

通过把连续模型映射到格点模型，我们建立了一个晶格模型。在连续模型里，导带和价带的能隙在 k = 0

处打开。在映射中，k 被替换成 1
a

sin ka. 因为 sin ka 在 ka = 0 和 ka = π 处有两个零点，所以这个性质可能

让两个模型拓扑可分辨。系统的拓扑应该由布里渊区所有的能带结构决定，而不是仅仅由在单个点的渐进行

为决定。在本节中，我们计算了本征态在时间反演不变动量下的宇称，这可以揭示格点模型在拓扑上是平凡的

还是非平凡的。我们将会看到当两个能带之间的能隙关闭重新打开时，本征态的宇称发生改变，同时伴随着拓

扑量子相变。

宇称算符 π 把右手系统变换到左手系统：

π†xπ = −x

π†pπ = −p
(2.6.1)

π 不仅是幺正的还是厄米的：

π† = π−1 = π (2.6.2)

此外还有 π2 = 1. 因此宇称算符的本征值要么是 1 要么是 −1. 对于具有宇称的系统，如果是非简并的情况，
能量本征态必定是对称的或者反对称的形式：

[H,π] = 0 =⇒ Hπϕ(x) = πHϕ(x) = Eπϕ(x) (2.6.3)

对于非简并态 πϕ(x) 和 ϕ(x) 都属于同一个本征值 E，所以必定是一个态，至少相差一个 U(1) 常数。记为

πϕ(x) = Cϕ(x) =⇒ π2ϕ(x) = C2ϕ(x) = ϕ(x) =⇒ C2 = 1 =⇒ C = ±1 (2.6.4)

所以对于非简并能级

πϕ(x) = ϕ(−x) = ±ϕ(x) (2.6.5)

需要在狄拉克方程里，全宇称算符 P 需要用 β 进行增广：

P = πβ (2.6.6)

这样：

PαiP = −αi, PβP = β (2.6.7)

这种方式下，狄拉克方程在宇称 P 下保持不变。

2.6.1 一维晶格

我们从一维晶格模型开始

H = A sin kxaαx +
(
∆− 4B sin2 kxa

2

)
β (2.6.8)

本征值是双重简并的：

E± = ±

√
A2 sin2 kxa+

(
∆− 4B sin2 kxa

2

)2

(2.6.9)
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假设费米能是 0. 那么两个占据态有负能量值，并且相互之间时间反演。

ψ1 =



− A sin kxa√
2E+

(
E++∆−4B sin2 kxa

2

)
0

0
∆−4B sin2 kxa

2 +E+√
2E+

(
E++∆−4B sin2 kxa

2

)


, Ψ2 = ΘΨ1 (2.6.10)

系统在宇称 P 下不变

PH(k) = H(−k)P (2.6.11)

注意 k 现在是一个好量子数，不是一个算符。由于这个关系，两个 TRIM 可以定义成

PH(Γi) = H(Γi)P (2.6.12)

在一维情况下，满足上式的 Γi 一个是 Γ1 = 0：

PH(Γ1 = 0) = H(−Γ1)P (2.6.13)

另一个是 Γ2 =
K
2
= π

a
:

PH(Γ2) = H(−Γ2 +K)P (2.6.14)

计算 |Ψ1⟩ 的宇称
δ|k=Γi

= ⟨ψ1|P |ψ1⟩ = sgn(−∆+ 4B sin2 Γia

2
) (2.6.15)

在这两个 TRIM 点，我们有

δ|ka=0 = sgn(−∆)

δ|ka=π = sgn(−∆+ 4B)
(2.6.16)

我们注意到在 ∆ = 0 和 ∆ = 4B 处宇称符号发生改变，并且这里的能隙也是关闭的。我们定义 Z2 指标

(−1)ν = δ|ka=0δ|ka=π = sgn(∆)sgn(∆− 4B) (2.6.17)

这样，存在两个明显的值 −1 和 1. 对应的 ν 为 0 或者 1. 因此 0 < ∆2 < 4∆B 范围内的 Z2 指标为

ν = 1 (2.6.18)

这表示系统拓扑非平凡。

2.6.2 二维模型

对于二维晶格模型

H = A
∑
i=x,y

sin kiaαi +
(
∆− 4B

∑
i=x,y

sin2 kia

2

)
β (2.6.19)

对应负能的两个能量本征态为

ψ1 =



−A(sin kxa−i sin kya)√
2E+

(
E++∆−4B

(
sin2 kxa

2 +sin2 kya

2

))
0

0

∆−4B
(

sin2 kxa

2 +sin2 kya

2

)
+E+√

2E+

(
E++∆−4B

(
sin2 kxa

2 +sin2 kya

2

))


(2.6.20)
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同样的，两个本征态之间相互时间反演。ψ2 = Θψ1

对应的能量本征值为

E− = −

√√√√A2
∑
i=x,y

sin2 kia+

(
∆− 4B

∑
i=x,y

sin2 kia

2

)2

(2.6.21)

在 TRIM 点处的宇称同样的计算：

δ|k=Γi
= ⟨ψ1|P |ψ1⟩ = sgn

(
−∆+ 4B

∑
i=x,y

sin2 Γia

2

)
(2.6.22)

对于二维情况，有四个 TRIM 点 Γia = (0, 0), (0, π), (π, 0), (π, π). 在这些点处，ψ1 的宇称为

δ|Γia=(0,0) = sgn(−∆)

δ|Γia=(0,π) = sgn(−∆+ 4B)

δ|Γia=(π,0) = sgn(−∆+ 4B)

δ|Γia=(π,π) = sgn(−∆+ 8B)

(2.6.23)

同样的利用 Z2 指标定义得到

(−1)ν = sgn(∆)[sgn(−∆+ 4B)]2 sgn(∆− 8B) (2.6.24)

因此对于 0 < ∆2 < 8∆B 范围内有非平凡指标

ν = 1 (2.6.25)

但是值得注意，在 ∆ = 4B 处 δ|ka=(0,π) = δka=(π,0) 不连续。虽然在这个点附近 Z2 指标等于 1，但是存在拓

扑量子相变。两个项都是拓扑非平凡的。随着相变发生，边界周围的自旋流将会改变符号。

2.6.3 三维晶格

类似一维二维的做法，具体不再赘述。

3 拓扑不变量

3.1 布洛赫理论

布洛赫波函数或者布洛赫态石电子在周期性势场里的波函数。我们考虑一个周期势场里的哈密顿 H(r) =

H(r +R). 布洛赫定理告诉我们这样的系统本征态必定有这样的形式∣∣ψn,k(r)⟩ = eik · r ∣∣un,k(r)⟩ (3.1.1)

其中 un,k(r) 是晶格矢量 R 的周期函数，un,k(r) = un,k(r+R). un,k(r) 是 H(k) = e−ik· rH(r)eik· r 的本征

态函数

H(k)|un,k(r)⟩ = En,k|un,k(r)⟩ (3.1.2)

对应的能量本征之满足 En(k) = En(k +K)，是倒格矢 K 的周期函数。能带指标 n 的能量关于 k 连续变化

形成能带 n. 对于给定 n 的能量本征值是关于 k 的周期函数。所有不同的 En(k) 值都位于倒格子的第一布里

渊区。
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根据泡利不相容原理，每一个态最多只能被一个电子占据。电子将首先充满较低的能态，从而形成电子密

度有限的费米海。已占据态的最高能量被称为费米能级或费米能量。在费米能级附近，如果能带被部分占据，

它就处于金属态。在这种情况下，当一个外场作用于系统，电场将迫使电子从平衡位置移动，并获得非零的总

动量，形成电流。如果能带被完全填满，并且在满带 (价带) 与未填满的带 (导带) 之间存在能隙，则是绝缘态。
在这种情况下，一个弱的外场不能迫使电子离开已占据态，使电流流通。这是绝缘体能带的图像。能隙的大小

是半导体和绝缘体之间的分界线。如果能隙小于 4ev(大约)，尽管在绝对零度下，完全填充的电子带对电导率
没有贡献，但在有限的温度下，电子可以很容易地从价带激发到导带。因此，半导体具有比绝缘体更小的能隙。

3.2 Berry 相位

布洛赫波函数的选择并不是唯一确定，还存在一个相位不确定。例如

|un,k⟩ → eif(k)|un,k⟩ (3.2.1)

仍然保持布洛赫定理的成立。布里渊区里确定一组相位叫做规范固定。对于时间反演不变系统，在布里渊区总

是存在一个连续规范。对于非零 Chern 数时间反演破缺的系统，不存在这样的规范，连续规范不得不定义在
布里渊区的不同片上。然而任何一个可观测物理量必须是规范无关的。

考虑一个与参数 R(t) 有关，随着时间缓慢变化的系统 R(0) → R(t). 我们感兴趣的是系统从 t = 0 到

t+ T 的一个循环演化 R(0) = R(T ). 参数 R(t) 在参数空间里沿着闭合路径 C 缓慢变化。为了求解这个问题，
我们首先引入一组 H(R(t)) 本征态构成的瞬时基底

H(R(t))|un(R(t))⟩ = En(R(t))|un(R(t))⟩ (3.2.2)

在绝热近似里，如果瞬时态相互之间分隔的很开并且时间演化非常缓慢，则系统一直保持在瞬时正交基底上。

系统并不完全由这组基底 |un(R(t))⟩ 确定，因为还缺少相位的确定。但是我们可以要求函数沿着闭合路径是
光滑单值的。这个方程也不能正确的描述量子态的含时演化。量子态随时间演化由含时薛定谔方程确定

ih̄∂t|ψ(t)⟩ = H(R(t))|ψ(t)⟩ (3.2.3)

由于 |un(R(t))⟩ 是一组完备的基底，t 时刻波函数可以用这组完备基底线性展开

|ψ(t)⟩ =
∑
n

cn|un(t)⟩ (3.2.4)

带入含时薛定谔方程得到

ih̄
∑
n

∂tcn(t)|un(t)⟩+ ih̄
∑
n

cn(t)∂t|un(t)⟩ =
∑
n

cn(t)En(t)|un(t)⟩ (3.2.5)

用 ⟨um(t)| 作用在上式得到

ih̄∂tcm(t) + ih̄
∑
n

cn(t)⟨um(t)|∂t|un(t)⟩ = cm(t)Em(t) (3.2.6)

为了计算第二项，我们考虑 H(t)|un(t)⟩ = En(t)|un(t)⟩ 两边同时对 t 求导，得到

∂tH(t)|un(t)⟩+H(t)∂t|un(t)⟩ = ∂tEn(t)|un(t)⟩+ En(t)∂t|un(t)⟩ (3.2.7)

用 ⟨um(t)| 作用在上式得到

⟨um(t)|∂tH(t)|un(t)⟩ − ∂tEn(t)δmn = (En − Em)⟨um(t)|∂t|un(t)⟩ (3.2.8)
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对于 m ̸= n 的情况

⟨um(t)|∂t|un(t)⟩ =
⟨um(t)|∂tH(t)|un(t)⟩

En(t)− Em(t)
(3.2.9)

所以(3.2.6)可以写成

ih̄∂tcm(t) + ih̄cm(t)⟨um(t)|∂t|um(t)⟩+ ih̄
∑
n

cn(t)
⟨um(t)|∂tH(t)|un(t)⟩

En(t)− Em(t)
= cm(t)Em(t) (3.2.10)

绝热近似认为 ⟨um(t)|∂tH(t)|un(t)⟩ ≪ En(t)− Em(t)，所以上式只能保留 m = n 项

ih̄∂tcm(t) = cm(t)Em(t)− ih̄cm(t)⟨um(t)|∂t|um(t)⟩ (3.2.11)

这是 y′ = a(x)y 型的常微分方程，通解为

cm(t) = cm(t0)e
− i

h̄

∫ t

t0
dt′Em(t

′
)
e
−

∫ t

t0
dt′⟨um(t

′
)| ∂

∂t
′ |um(t

′
)⟩ (3.2.12)

波函数可以写成依赖于 |un(R(t))⟩ 的形式

|ψ(t)⟩ =
∑
n

eiγ
n
c exp

[
− i

h̄

∫ t

0

dt′En(R(t
′))

]
|un(R(t))⟩ (3.2.13)

几何相位 γc 随时间演化的关系

∂tγc(t) = i⟨un(t)|∂t|un(t)⟩ (3.2.14)

在参数空间里，可以把几何相位写成参数空间里闭合路径的积分

γc =

∫ T

0

dt i⟨un(t)|∂t|un(t)⟩ =
∫
C

dR·An(R) (3.2.15)

其中

An(R) = i⟨un(R(t))|∇R|un(R(t))⟩ (3.2.16)

这个向量叫做 Berry 联络或者 Berry 矢势。除了由 En(R(t
′)) 积分决定的动力学因子外，在绝热演化过程中

量子态 |ψ(t)⟩ 还会获得一个额外的因子 γc.
由于 An(R) 是规范相关的，所以当进行规范变换时

|un(R(t))⟩ → eiχ(R)|un(R(t))⟩

An(R) → An(R)−∇Rχ(R)
(3.2.17)

对于参数空间确定的一个初末点来说，相位 γc 将会改变 χ(R(t = T ))− χ(R(t = T )). 对于一个在闭合路径 C
循环演化系统，有 R(0) = R(T ). 波函数的单值性要求相位变化必须满足

χ(R(T ))− χ(R(0)) = 2mπ (3.2.18)

这里 m 是整数。因此对于闭合路径 C，γc 是与规范无关的值，叫做 Berry 相位

γc =

∮
C

dR·An(R) (3.2.19)

利用 Stokes 定理，γc 可以写成面积积分

γc =

∫
S

dS·Ωn(R) (3.2.20)
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其中 Berry 曲率根据 Berry 联络来定义

Ωn(R) = ∇R ×An(R) (3.2.21)

写成分量形式为

Ωnµν = ∂µA
n
ν − ∂νA

n
µ = i

(∣∣∂µun(R)∣∣ ∂νun(R)⟩− ⟨∂νun(R)|∂µun(R)⟩) (3.2.22)

其中我们记 ∂
∂Rµ
为 ∂µ. Berry 曲率 Ω 可以类比成电动力学里的磁场。由于瞬时基底满足关系式

H|un(R(t))⟩ = En(R(t))|un(R(t))⟩ (3.2.23)

两边同时作用 ∇R 得到

(∇RH)|un⟩+H∇R|un⟩ = En∇R|un⟩ (3.2.24)

两边乘以 ⟨um| 得 (m ̸= n)

⟨um|∇R|un⟩ =
⟨um|(∇RH)|un⟩

En − Em
(3.2.25)

对于 m = n 而言，由于归一化关系 ⟨un|un⟩ = 1，两边作用微分算子 ∇R 得到

∇R⟨un|un⟩ = 0 ⇒ ⟨un|∇R|un⟩+ (⟨un|∇R|un⟩)∗ = 0 (3.2.26)

这说明 Berry 联络中虽然有 i，但 ⟨un|∇R|un⟩ 是纯虚数，所以 Berry 联络是一个实量。对于 Berry 曲率而言

Ωn(R) = ∇R ×An = ∇R × i⟨un|∇R|un⟩

= i⟨∇Run| × |∇Run⟩+ i⟨un|∇R ×∇R|un⟩

= i
∑
m

⟨∇Run|um⟩ × ⟨um|∇un⟩

= i
∑
m

⟨um|∇R|un⟩∗ × ⟨um|∇R|un⟩

= i⟨un|∇R|un⟩∗ × ⟨un|∇R|un⟩+ i
∑
m ̸=n

⟨un|(∇RH)|um⟩ × ⟨um|(∇RH)|un⟩
(En − Em)

2

= i
∑
m ̸=n

⟨un|(∇RH)|um⟩ × ⟨um|(∇RH)|un⟩
(En − Em)

2

(3.2.27)

写成指标形式：

Ωnρ =
iϵµνρ⟨un|∂µH|um⟩⟨um|∂νH|un⟩

(En − Em)
2 (3.2.28)

上面利用了完备性关系
∑

n |un(R)⟩⟨un(R)| = 1. 我们考虑一个二能级系统，二能级系统的一般形式哈密顿可
以写成形式

H =

[
Z X − iY

X + iY −Z

]
= R·σ (3.2.29)

能量本征值为 E± = ±|R| = ±
√
X2 + Y 2 + Z2，二能级在 |R| = 0处的简并点交叉。哈密顿的梯度为 ∇RH =

1
2
σ，我们可以写出 Berry 曲率的矢量形式。为了简化起见，我们假设 R 沿着 z 方向

Ω1
3 = i

⟨−| 1
2
σ1|+⟩⟨+| 1

2
σ2|−⟩ − ⟨−|σ2|+⟩⟨+| 1

2
σ1|−⟩

(E1 − E2)
2 =

1

2

1

|R|2
(3.2.30)
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所以任意方向的 Berry 曲率为
Ω1 =

1

2

R
|R|3

(3.2.31)

这个曲率可以被看成由在原点 R = 0 处的磁单极子生成的磁场。在包含磁单极子的球面上对 Berry 曲率积分，
我们得到

1

2π

∫
S

dS·Ω = 1 (3.2.32)

Ω 的散度满足

∇R ·Ω = 2πδ(R) (3.2.33)

这样，点状的磁单极子位于 R = 0 并且产生 Berry 曲率。
在布洛赫能带里，Berry 曲率定义为

Ωn(k) = ∇k × ⟨un(k)|i∇k|un(k)⟩ (3.2.34)

因为布里渊区中的两点 k, k +K 等价于相同的一点，其中 K 是倒格矢，所以闭合路径可以被认为 k 扫过全

部的布里渊区。在这种情况下，Berry 相位变成

γc =

∫
BZ

dk· ⟨un(k)|i∇k|un(k)⟩ (3.2.35)

3.3 绝热输运计算量子霍尔电导和 Chern 数

二维绝缘体带里的霍尔电导可以用 Berry 曲率来表示

σxy =
e2

h̄

∫
BZ

d2k

(2π)2
Ωkx,ky = n

e2

h
(3.3.1)

其中对于整数 n 是量子化的。考虑一个在弱外电场扰动下的晶格。通常静电势 ϕ(r) 在空间中线性变化产生

电场 E = −∇ϕ 并且破坏了平移对称性。如果电场通过静电势进入哈密顿里，波矢量不再是一个好量子数，
布洛赫定理对这种情况失效。为了避免这个困难，我们引入一个均匀的矢势 A(t)，矢势随时间变化关系满足

∂tA = −E. 这样哈密顿可以写成
H(t) =

1

2m
(p+ eA(t))2 + V (r) (3.3.2)

这里单位元电荷为 −e, e > 0. 这样通过这种方式，晶格的平移对称性得以保持，动向 p 仍然是一个好量子数。

在动量空间里 p = h̄q. 我们有
H(q, t) = H(q +

e

h̄
A(t)) (3.3.3)

我们引入一个规范不变的晶格动量

k = q +
e

h̄
A(t) (3.3.4)

由于 q 是一个好量子数，dq
dt = 0，所以有

dk
dt = − e

h̄
E (3.3.5)

速度算符定义为

v =
dr
dt =

i

h̄
[H, r] (3.3.6)

在动量空间中，

v(q) =
1

ih̄
[r,H] =

1

ih̄
ih̄
∂H

∂p
=

1

h̄
∇qH, (p = h̄q) (3.3.7)
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A(t) 的出现使得问题依赖于时间。量子态的波函数 ψ(t) 由含时薛定谔方程来决定

ih̄∂t|ψ(t)⟩ = H(t)|ψ(t)⟩ (3.3.8)

使用瞬时本征态基底组，我们可以将波函数 |ψ(t)⟩ 用瞬时基底 |un(t)⟩ 和本征值 En(t) 来展开。

|ψ(t)⟩ =
∑
n

cn(t)e
iθn(t)|un(t)⟩, θn(t) = − 1

h̄

∫ t

t0

En(t
′)dt′ (3.3.9)

上式带入含时薛定谔方程得到：

ih̄
∑
n

∂cn(t)

∂t
eiθn(t)|un(t)⟩+ih̄

∑
n

cn(t)i
∂θn(t)

∂t
eiθn(t)|un(t)⟩+ih̄

∑
n

cn(t)e
iθn(t)

∂

∂t
|un(t)⟩ =

∑
n

cn(t)e
iθn(t)En(t)|un(t)⟩

(3.3.10)
两边取 ⟨um(t)| 得到

∂cm(t)

∂t
= −

∑
n

cn(t)e
i(θn(t)−θm(t))⟨um(t)|

∂

∂t
|un(t)⟩ (3.3.11)

由于 H(t)|un(t)⟩ = E(t)|un(t)⟩，两边对 t 求导得到

∂H

∂t
|un(t)⟩+H

∂

∂t
|un(t)⟩ =

∂En(t)

∂t
|un(t)⟩+ En(t)

∂

∂t
|un(t)⟩ (3.3.12)

上式两边取 ⟨um(t)|, (m ̸= n) 得到

⟨um(t)|
∂H

∂t
|un(t)⟩ = [En(t)− Em(t)] ⟨um(t)|

∂

∂t
|un(t)⟩ (3.3.13)

上式带入 cm(t) 满足的含时方程得到

∂cm(t)

∂t
= −cm(t)⟨um(t)|

∂

∂t
|um(t)⟩ −

∑
n ̸=m

cn(t)e
i(θn(t)−θm(t)) ⟨um(t)|∂H∂t |un(t)⟩

En(t)− Em(t)
(3.3.14)

这表明，由于哈密顿依赖于时间，随着时间的推移，n ̸= m 的态将通过第二项与 |um(t)⟩ 发生混合。绝热近似
的本质是认为哈密顿随着时间变化足够慢，远远慢于系统的自然频率，也就是说

⟨um|∂H∂t |un(t)⟩
En(t)− Em(t)

=
1

τ
≪ ⟨um(t)|

∂

∂t
|um(t)⟩ (3.3.15)

这样在绝热近似下可以忽略第二项。容易计算出

cm(t) = eiγm(t), γm(t) =

∫ t

t0

dt′i⟨um(t′)|
∂

∂t′
|un(t′)⟩ (3.3.16)

我们知道 cm(t) 满足
∂cm(t)

∂t
= −

∑
n

cn(t)e
i(θn(t)−θm(t))⟨um(t)|

∂

∂t
|un(t)⟩ (3.3.17)

我们考虑绝热过程，R(t) 随着时间变化非常缓慢

⟨un(q, t)|∂tun(q, t)⟩ = ∂tR· ⟨un(q,R)|∇R|un(q,R)⟩ ≪ 1 (3.3.18)

在极限 ∂tR = 0 的情况下，

∂tcn = 0 (3.3.19)

如果系统初始时在系统的本征态 |un(q, t)⟩，它将一直保持在这个本征态上不变。这就是量子绝热定理。
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现在我们考虑 ∂tR ̸= 0，但 ∂tR很小的情况。假设初始态对于所有的m ̸= n有 cm(t0) = 0，只有 cn(t0) = 1.
我们利用含时微扰理论来计算弱外电场下的量子修正。零阶微扰 c(0)m = δm,n，一阶微扰由下列给出

∂c(1)m (t)

∂t
= −

∑
n
′

c
(0)

n
′ (t)⟨um(t)|

∂

∂t
|un′(t)⟩e−

i
h̄

∫ t

t0
(En(t

′
)−Em(t

′
))dt′

= −⟨um(t)|
∂

∂t
|un(t)⟩e

− i
h̄

∫ t

t0
(En(t

′
)−Em(t

′
))dt′

(3.3.20)

对于 m = n 的情况，dc(1)m (t)
dt = 0. 这样我们有

c(1)n (t) = 0 (3.3.21)

对于 m ̸= n，由于 e 指数因子随着时间的振动比较慢，我们可以看成常量，然后进行部分积分得到

c(1)m (t) = −ih̄
⟨um(q, t)| ∂∂t |un(q, t)⟩

En − Em
e
− i

h̄

∫ t

t0
(En(t

′
)−Em(t

′
))dt′ (3.3.22)

一阶微扰波函数为

|ψ(t)⟩ = |ψ(0)⟩+ |ψ(1)⟩

=
∑
m

e
− i

h̄

∫ t

t0
dt′Em(t

′
)
δm,n|um(q, t)⟩+

∑
m ̸=n

e
− i

h̄

∫ t

t0
dt′Em(t

′
)
(−ih̄)⟨um|∂t|un

En − Em
e
− i

h̄

∫ t

t0
dt′(En(t

′
)−Em(t

′
))|um(q, t)⟩

= e
− i

h̄

∫ t

t0
dt′En(t

′
)

(
|un(q, t)⟩ − ih̄

∑
m ̸=n

⟨um(q, t)|∂t|un(q, t)⟩
En − Em

|um(q, t)⟩

)
(3.3.23)

所以

|un(t)⟩ = |un(q, t)⟩ − ih̄
∑
m ̸=n

⟨um(q, t)|∂t|un(q, t)⟩
En − Em

|um(q, t)⟩ (3.3.24)

在微扰水平上，计算速度算符 v(q) 的平均值，得到

vn(q) =
1

h̄
⟨un(t)|∇qH|un(t)⟩

=
1

h̄
⟨un|∇qH|un⟩ − i

∑
m ̸=n

⟨un|∇qH|um⟩⟨um|∂t|un⟩
En − Em

+ i
∑
m ̸=n

⟨∂tun|um⟩⟨um|∇qH|un⟩
En − Em

=
1

h̄
⟨un|∇qH|un⟩ − i

(
⟨un|∇qH|um⟩⟨um|∂tun⟩

En − Em
−

⟨∂tun|um⟩⟨um|∇qH|un⟩
En − Em

) (3.3.25)

对于第一项我们有

Term1 =
1

h̄
⟨un|∇qH|un⟩

=
1

h̄
⟨un|∇q(H|um⟩)−

1

h̄
⟨un|H∇q|un⟩

=
1

h̄
⟨un|∇qEn|un⟩+

1

h̄
⟨un|En∇q|un⟩ −

1

h̄
⟨un|En∇q|un⟩

=
1

h̄
∇qE

(3.3.26)

对于第二项，我们先单独计算 ⟨un|∇qH|um⟩

⟨un|∇qH|um⟩ = ∇q(⟨un|H)|um⟩ − ⟨∇qun|H|um⟩

= En⟨∇qun|um⟩+ ⟨un|∇qE|um⟩ − Em⟨∇qun|um⟩

= (En − Em)⟨∇qun|um⟩

(3.3.27)
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将上式带入 vn(q) 中得到

vn(q) =
1

h̄
∇qEn(q)− i

∑
m̸=n

(
⟨∇qun|um⟩⟨um|∂tun⟩+ ⟨∂tun|um⟩⟨∇qum|un⟩

)
=

1

h̄
∇qEn(q)− i

∑
m̸=n

(
⟨∇qun|um⟩⟨um|∂tun⟩ − ⟨∂tun|um⟩⟨um|∇qun⟩

)
=

1

h̄
∇qEn(q)− i

(
⟨∇qun|∂tun⟩ − ⟨∂tun|∇qun⟩

)
(3.3.28)

定义

Ωnq,t = i
(
⟨∇qun|∂tun⟩ − ⟨∂tun|∇qun⟩

)
(3.3.29)

方程可以写成紧凑的形式

vn(q) =
1

h̄
En(q)− Ωnq,t (3.3.30)

这样在电场存在的情况下，电子可以获得一个反常横向速度，正比于能带的 Berry 曲率。
由于

k = q +
e

h̄
A(t),

dk
dt = − e

h̄
E (3.3.31)

我们有

∇q = ∇k, ∂t = ∂tk·∇k = − e

h̄
E·∇k (3.3.32)

很容易的到

vn(q) =
1

h̄
∇kEn(k)−

e

h̄
E × Ωn(k) (3.3.33)

其中

Ωn(k) = ∇k × ⟨un(k)|i∇k|un(k)⟩

= i⟨∇kun(k)| × |∇kun(k)⟩
(3.3.34)

这样，外场在绝热过程中产生横向速度。电场产生的电流定义为

j = −e
∑
n

∫
d2k

(2π)2
vn(k)f(|k|) (3.3.35)

其中 f(|k|) 是费米狄拉克分布函数。假设费米面下所有的能带都填满了。第一项的求和由于对称性 E(k) =

E(−k) 所以结果为 0，第二项给出霍尔电流

j = −e
∑
n

∫
BZ

d2k

(2π)2
(− e

h̄
)E × Ωn(k) (3.3.36)

求和 n 是对所有的满带求和

O y

x

z

Ey

Ωz

jx
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取 Ωn(k) 为 z 方向

jα =
e2

2πh

∑
n

∫
BZ

dkxdkyΩnkx,kyϵαβEβ (3.3.37)

定义霍尔电导

σH =
e2

h

1

2π

∑
n

∫
BZ

dkxdkyΩnkx,ky (3.3.38)

所以霍尔电流可以写成

jα = σHϵαβEβ (3.3.39)

积分跑遍整个成第一布里渊区，并且有关系式

Ωnkx,ky = Ωnkx+π,ky = Ωnkx,ky+π (3.3.40)

因此第一布里渊区是一个闭合的 Torus。在这个表达式里，我们假设了所有的能带都是满占据的，并且在价带
和导带之间存在能隙。在闭合的 Torus 面上的积分给出一个整数 ν

σH =
e2

h

∑
n

νn, σnH =
e2

h
νn (3.3.41)

这就是 TKNN 公式，νn 表示能带 n 的第一 Chern 数。我们现在具体计算一下上式，考虑一个二维晶格，晶
格常数 a = 1. 根绝 Berry 曲率的定义，霍尔电导的表达式为

σxy =
e2

h

1

2π

∫ 2π

0

dkx
∫ 2π

0

dky[∇k ×A(kx, ky)]z (3.3.42)

因此，Berry 曲率确定的电导率简化为第一布里渊区的积分。
为了计算出这个曲面积分，可以利用 Stokes 公式。由于二维晶格第一布里渊区是单连通区域，我们可以

把 T 2 上的曲面积分转化成一个周期条件下的方形区域积分，如图所示。通过这种方式，曲面积分可以简化为

绕布里渊区的曲线积分。

(0, 0) (2π, 0)

(2π, 2π)(0, 2π)

=⇒ (0, 2π)

(0, 0)

(2π, 2π)

(2π, 0)

σnxy =
e2

h

1

2π

∫ 2π

0

dkx

∫ 2π

0

dky

[
∂kxAn

y

(
kx, ky

)
− ∂kyAn

x

(
kx, ky

)]
=
e2

h

1

2π

∫ 2π

0

dky
[
An
y

(
2π, ky

)
− An

y

(
0, ky

)]
− e2

h

1

2π

∫ 2π

0

dkx [An
x (kx, 2π)− An

x (kx, 0)]

(3.3.43)

由于 |un(kx, 0)⟩ 和 |un(kx, 2π)⟩ 实际上表示一个相同的物理态，所以他们之间至多只能相差一个相因子

|un(kx, 2π)⟩ = eiθ
n
x (kx)|un(kx, 0)⟩

|un(2π, ky)⟩ = eiθ
n
y (ky)|un(0, ky)⟩

(3.3.44)

带入规范条件得到

Anx(kx, 2π) = Anx(kx, 0)− ∂kxθ
n
x(kx)

Any (2π, ky) = Any (0, ky)− ∂kyθ
n
y (ky)

(3.3.45)
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我们假定相位函数是一个光滑函数，霍尔电导的积分化简为

σnx,y =
e2

h

1

2π

∫ 2π

0

dky[−∂kyθ
n
y (ky)]−

e2

h

1

2π

∫ 2π

0

dkx[−∂kxθx(kx)]

=
e2

h

1

2π
[θny (0)− θny (2π) + θnx(2π)− θnx(0)]

(3.3.46)

在布里渊区 T 2 的表面，四个波函数 |u(0, 0)⟩, |u(0, 2π)⟩, |u(2π, 0)⟩, |u(2π, 2π)⟩ 实际上是一个物理态。使用这
些态之间的相位关系

|un(0, 2π)⟩ = eiθ
n
x (0)|un(0, 0)⟩

|un(2π, 2π)⟩ = eiθ
n
x (2π)|un(2π, 0)⟩

|un(2π, 0)⟩ = eiθ
n
y (0)|un(0, 0)

|un(2π, 2π)⟩ = eiθ
n
y (2π)|un(0, 2π)⟩

(3.3.47)

所以得到

|un(0, 0)⟩ = e−iθ
n
x (0)|un(0, 2π)⟩

= e−i(θ
n
y (2π)+θ

n
x (0))|un(2π, 2π)⟩

= ei(θ
n
x (2π)−θny (2π)−θnx (0))|un(2π, 0)⟩

= ei(θ
n
y (0)+θ

n
x (2π)−θny (2π)−θnx (0))|un(0, 0)⟩

(3.3.48)

由于波函数的单值性，必须有

θnx(0) + θny (2π)− θnx(2π)− θny (0) = 2νnπ (3.3.49)

所以霍尔电导满足 TKNN 关系

σnx,y =
e2

h
νn, σx,y =

e2

h

∑
n

νn (3.3.50)

因此当能带是满带时，霍尔电导必定是整数量子化的。整数 νn 叫做 TKNN 数或者叫第一 Chern 数，这表征
了布洛赫态 |un(kx, ky)⟩ 在参数空间 {kx, ky} 的拓扑结构。

3.4 拓扑平带计算霍尔电导和 Chern 数

3.4.1 流算符

为了找到在外场下的哈密顿线性响应形式，我们先考虑一个一般的单体无相互作用哈密顿：

H =
∑
i,j,α,β

(c†i,αt
αβ
ij cj,β − µc†i,αcj,β) (3.4.1)

i, j 是格点指标，α, β 是轨道指标 (例如自旋，轨道，或者其他量子数)。hαβij 是 α 轨道到 β 轨道的 i, j 之间

的隧穿振幅。假设一共有 m 个轨道。因为我们可以把原胞内的不同位点看成额外的指标，所以如果单位原胞

里有两个位点，例如石墨烯，可以写成这种形式。我们假设系统具有平移不变性，这意味着 hαβij = hαβi−j . 我们
做一个傅里叶变换。

cj,α =
1

V

∑
k

eik·Rjck,α (3.4.2)
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简单计算一下

H =
∑
i,j,α,β

1

V

∑
k,k

′

e−ik·Rieik
′ ·Rjc†k,αh

αβ
ij ck′,β −

∑
k,k

′

µc†k,αck′,βδijδαβe
−ik·Rieik·Rj


=

1

V

∑
i,j,α,β

∑
k,k

′

e−ik· (Ri−Rj))ei(k
′−k)·Rjc†k,αh

αβ
ij ck′,β −

1

V

∑
j,α,k,k

′

µc†k,αck′,αe
−i(k′−k)·Rj

=
1

V

∑
j,i−j,α,β

∑
k,k

′

e−ik· (Ri−Rj)ei(k
′−k)·Rjc†k,αh

αβ
ij ck′,β −

1

V

∑
j,α,k,k

′

µc†k,αck′,αe
−i(k′−k)·Rj

=
∑

k,α,β,i−j

e−ik· (Ri−Rj)c†k,αh
αβ
ij ck,β −

∑
k,α

µc†k,αck,α

(3.4.3)

定义

ϵαβ(k) =
∑
i−j

tαβij e
−ik· (Ri−Rj) − µδαβ

⇓

H =
∑
k,α,β

c†k,αϵαβ(k)ck,β

(3.4.4)

N 是晶格位点的总数。这里 k 是波矢，依赖于空间的维数。哈密顿的傅里叶变换表明了化学势包含在矩阵

ϵ 里。得到流算符的表达式有两种不同的办法，其中一个用于线性响应计算，另一个用于晶格磁场中电子的

Hofstadter 问题

3.4.2 连续方程得到流算符

电流的连续性方程为
∂ρ

∂t
+∇· J(x) = 0 (3.4.5)

傅里叶变换后得到 q 空间表达式
∂ρ

∂t
− iq· J(q) = 0 (3.4.6)

其中算符在晶格中的傅里叶变换为

Aj =
1√
V

∑
k

Ake
ik·Rj (3.4.7)

格点坐标的密度算符表示为 ρi = c†ici，它的傅里叶变换为

ρ(q) =
1√
V

∑
i

ρie
iq·Ri =

1√
V

∑
k

c†k+qck (3.4.8)

所以连续性方程可以写成

−iq· J(q) = −
∂ρq
∂t

= i[ρ(q),H] = i[
1√
V

∑
k

c†k+qck,
∑
p

ϵpc
†
pcp] (3.4.9)

展开计算一下得到

q· J(q) =
1√
V

∑
k

(ϵk+q − ϵk)c
†
k+qck (3.4.10)

考虑长波极限，q → 0，我们感兴趣的是低能极限。如果场的变化比晶格空间还要大，那么这个低能近似是一

个良好的近似。我们可以做一个近似替换

ϵk+q − ϵk ≈
∂ϵk
∂k

· q (3.4.11)
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但这个仅仅只对 q 的一阶有效。为了能展开到二阶，我们做一个替换 k → k − q
2

q· J(q) =
1√
V

∑
k

(ϵk+ q
2
− ϵk− q

2
)c†
k+ q

2
ck− q

2

=
1√
V

∑
k

(
∂ϵk
∂k

· q)c†
k+ 1

2

ck− q
2
+O(q2)

(3.4.12)

线性项 q 在一些情况下非常重要，因此这个平移非常关键。至此，我们得到了流算符表达形式：

J(q) =
1√
V

∑
k

c†
k+ q

2

∂ϵk
∂k

ck− q
2

(3.4.13)

3.4.3 Peierls 替换得到流算符

麦克斯韦方程组为 

∇·E = ρ
ϵ0

∇× E = −∂B
∂t

∇·B = 0

∇× E = µ0J + µ0ϵ0
∂E
∂t

=⇒

E = −∇ϕ− ∂A
∂t

B = ∇×A
(3.4.14)

电磁场洛伦兹力的表达式为

F = q(E + v ×B) (3.4.15)

所以我们得到

F = q

[
−∇ϕ+ v × (∇×A)− ∂A

∂t

]
= q

[
−∇ϕ+∇(v·A)− (v·∇)A− ∂A

∂t

] (3.4.16)

在拉格朗日力学里，广义力的表达式为

Fi = −∂U
∂qi

+
d
dt

(
∂U

∂q̇i

)
, F = −∇U +

d
dt∇vU (3.4.17)

观察上式表达式可知 (v·∇)A+ ∂A
∂t

= d
dtA. 可以知道

∇vU = −qA, −∇U = −∇(qϕ− qv·A) (3.4.18)

所以可以得到电磁场广义势的最小耦合形式

U = −qv·A+ qϕ (3.4.19)

得到带电粒子在电磁场中的拉氏量为

L = T − U =
1

2
mẋ2 + qẋ·A− qϕ (3.4.20)

写成分量形式为：

L =
∑
i

1

2
mẋ2i +

∑
i

qẋiAi − qϕ (3.4.21)

正则动量为

pi =
∂L

∂ẋi
= mẋi + qAi (3.4.22)
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定义机械动量 Πi = mẋi 得到机械动量和正则动量之间的关系

Πi = pi − qA (3.4.23)

对拉氏量做勒让德变换得到

H =
∑
i

ẋipi − L =
∑
i

1

2
mẋ2i + qϕ (3.4.24)

带入机械动量得到

H =
∑
i

(pi − qAi)
2

2m
+ qϕ (3.4.25)

所以对于有磁场的哈密顿，有最小耦合形式 p→ p− qA. 由于麦克斯韦方程组，可以得到规范变换A→ A+∇Λ

ϕ→ ϕ+ ∂Λ
∂t

(3.4.26)

规范变换不影响可观测物理量，例如我们所观测的机械动量 Π = p− qA. 这样 ������� 们有

A −→ Ã = A+∇Λ

|ψ⟩ −→ |ψ̃⟩ = U |ψ⟩

⟨ψ|p− qA|ψ⟩ = ⟨ψ̃|p− qÃ|ψ̃⟩ =⇒ U †(p− qA− q∇Λ)U = p− qA

(3.4.27)

这样我们得到 U = exp(iqΛ)，也就是说对于波函数而言，规范变换是指 U(1) 变换

|ψ⟩ =⇒ eiqΛ|ψ⟩ (3.4.28)

下对于可观测量保持不变。我们现在考虑一个格点系统

i

j

eiqΛ(ri)|i⟩

eiqΛ(rj)|j⟩

i 格点上的产生算符定义为

|i⟩ = c†i |0⟩ (3.4.29)

我们考虑晶格系统具有一个局域的规范变换 Λ(ri)，格点 i, j 处的规范变换分别为

c†i −→ c†ie
iqΛ(ri), A −→ A+∇Λ (3.4.30)

如果系统没有磁场，我们可以通过选择合适的规范 Λ 来消除 A 使得它为 0. 紧束缚模型 Hopping 项在这个规
范下可以写成

H = tije
iq(Λ(ri)−Λ(rj))c†icj = tije

iq
∫ ri
rj
drA(r)

c†icj (3.4.31)

这个表达式是由零磁场导出的，通过选择积分路径作为最近邻键之间的最短距离，这个表达式被用于在晶格

模型中包含磁场。这被称为晶格中的 Peierls 替换。
现在我们回到晶格系统，我们可以直接从在外场的矢势作用下的紧束缚近似哈密顿直接得到流算符。无

电磁场哈密顿中的隧穿振幅 tαβij 来自于不同格点的不同轨道之间的交叠积分。对于有磁场的哈密顿，在做紧

束缚近似之前我们需要做一个替换 p→ p− eA.
在格点系统里，最小耦合形式是 Peierls 替换 tij → tije

ie
∫ ri
rj
drA(r)

, (e < 0)，其中 A 是依赖于空间分布的

电磁矢势。当我们绕着一个被单位磁通穿过的小板时，这个替换会产生一个等于 2π 的相位
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Φ = Φ0

∮
dr·A(r) =

∫
dS·B = Φ

由于单位磁通可以通过规范变换消除，皮尔斯替换对实际可观测物理量没有影响。：现在有一个明显的不确定

性: 在两个格点 i 和 j 之间获得的相位取决于它们之间的路径。我们通过选择连接两点的最短直线路径来解决

这个不确定性。如果矢势在积分路径上变化不大，我们可以使用线性近似：∫ R
′

R

A(s, t)· ds ≈ (R′ −R)· 1

2
(A(R′, t)−A(R, t)) ≈ (R′ −R)· 1

2
A(
R′ +R

2
, t) (3.4.32)

因为我们想要处理线性响应，我们将哈密顿展开到矢势 A 的一阶项。为了得到通常地反磁项，我们需要把哈

密顿展开到二阶。然而，我们在这里不分析这个项，因为它在空间指标中是对角的，我们只对非对角 (霍尔)
响应感兴趣。泰勒展开为

H =
∑
i,j,α,β

c†i,αt
α,β
ij eie

∫ rj
ri
drA(r)cj,β ≈

∑
i,j,α,β

c†i,αt
αβ
ij (1 + ie

∫ rj

ri

dr·A(r))cj,β = H0 +Hext (3.4.33)

其中 Hext 是哈密顿由于外场的改变。我们令 ρ = ri − rj，注意到系统在无外电磁场条件下满足平移不变性，

所以隧穿振幅 tij = ti−j = tρ

Hext =
∑

k1,k2,α,β

c†k1,αck2,β
1

V

∑
i,j

eik2 · rje−ik1 · ritαβij ie

∫ ri

rj

A(l)· dl

=
∑

k1,k2,α,β

c†k1,αck2,β
1

V

∑
j,ρ

ei(k2−k1)rje−ik1ρtαβij ie

∫ ri

rj

A(l)· dl

≈
∑

k1,k2,α,β

c†k1,αck2,β
1

V

∑
j,ρ

ei(k2−k1)rje−ik1ρtαβij ieρ·A(rj +
ρ

2
)

(3.4.34)

带入 A 的傅里叶变换

A(rj) =
1√
V

∑
q

e−iq· rjA(q) (3.4.35)

得到

Hext =
∑

k1,k2,α,β

c†k1,αck2,β
1

V
3
2

∑
j,ρ,q

ei(k2−k1−q)rje−i(k1+
q
2 )ρtαβij ieρ·A(q)

=
∑

k1,k2,α,β

c†k1,αck2,β
1√
V

∑
ρ,q

δk2,k1+qe
−i(k1+

q
2 )ρtαβij ieρ·A(q)

=
1√
V

∑
k1,α,β,ρ,q

c†k1,αck1+q,βe
−i(k1+

q
2 )ρtαβij ieρ·A(q)

(3.4.36)

做一个平移 k1 +
q
2
= k

Hext =
1√
V

∑
k,q,α,β,ρ

c†
k− q

2 ,α
ck+ q

2 ,β
tαβij ieρe

−ikρA(q)

=
∑
k,q,α,β

c†
k− q

1 ,α
ck+ q

2 ,β

1√
V

∑
ρ

iρtαβij e
−ikρeA(q)

=
∑
k,q,α,β

c†
k− q

1 ,α
ck+ q

2 ,β

1√
V

∑
ρ

∂

∂k
tρe

−ikρeA(q)

=
∑
k,q,α,β

c†
k− q

1 ,α
ck+ q

2 ,β
e
∂ϵαβk
∂k

·A(q)

(3.4.37)
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做一个替换 q → −q 得到流场耦合形式

Hext =
∑
k,q,α,β

c†
k+ q

2
ck− q

2 ,β
e
∂ϵαβk
∂k

·A(−q) = e
∑
q

jq ·A(−q) (3.4.38)

所以同样的得到流算符

jq =
∑
k,α,β

c†
k+ q

2
ck− q

2

∂ϵαβk
∂k (3.4.39)

这和之前用电流守恒方程推导得到的结果一样，值得注意这里 h̄ = 1, e < 0.

3.4.4 外场下的线性响应

我们已经找到了流算符表达形式。现在我们考虑系统在外场扰动下的响应，考虑一个微小外场作用在系

统上，这样系统满足线性响应条件。然而，我们将在后面看到，霍尔电导被与规范不变性有关的一般参数所固

定，这是远远强于这里的微扰线性响应计算。外场 A(x, t) 下的多体哈密顿为

H =
∑
i

(pi − eA(xi, t))
2

2m
+
∑
i<j

Vij

=
1

2m

∑
i

p2i +
∑
i<j

Vij − e
∑
i

1

2m
(piA(xi, t) +A(xi, t)pi) +

1

2m

∑
i

e2A2(xi, t)

(3.4.40)

其中 Vij 是两体相互作用势。根据 Bohm 规则写出流算符

J(x, t) =
1

2m

∑
i

[(pi − eA(xi, t))δ(x− xi) + δ(x− xi)(pi − eA(xi, t))] (3.4.41)

我们立即可以写出外场下的哈密顿

H = H0 − e

∫
d3x

∫
D[A]· J (3.4.42)

H0 是未受外场微扰的哈密顿。由于 eJ = − δH
δA

, 第二项是显然的。总流为

J(x, t) = j(x)− neA(x, t), j(x) =
1

m

∑
i

piδ(x− xi) (3.4.43)

第一项是顺磁项，第二项是抗磁项，其中 n =
∑

i δ(x−xi)是电子均匀密度，这是由于平移不变性。对于 A(x, t)

的一阶哈密顿为

H = H0 − e

∫
d3xA(x, t)· j(x) = H0 −Hext (3.4.44)

我们现在要测量在 H0 系统中，电流对 A 场的响应。最简单直接的方法是利用线性响应计算。假设初始系统

在哈密顿 H0 的本征态 |EN ⟩ 中。随着时间演化，态将会在哈密顿 H0 和 Hext 的共同作用下演化

i
∂

∂t
|EN (t)⟩ = H|EN (t)⟩ (3.4.45)

为了计算这样的一个问题我们定义相互作用绘景 |EN (t)⟩I = eiH0t|EN (t)⟩ = UI(t)|EN ⟩

i
∂

∂t
|EN (t)⟩I = i

∂

∂t
eiH0t|EN (t)⟩ = eiH0tHext|EN (t)⟩ (3.4.46)

所以有

i
∂

∂t
UI(t) = Hext(t)UI(t), Hext(t) = eiH0tHexte

−iH0t (3.4.47)
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表示相互作用绘景里的算符和运动方程，迭代积分得到 Dyson 级数，近似到一阶

UI(t) = 1− i

∫ t

t0

Hext(t
′)dt′ (3.4.48)

现在计算总流密度在 |EN (t)⟩ 的期望值

⟨EN (t)|J(x, t)|EN (t)⟩ = ⟨EN (t)|j(x)|EN (t)⟩ − neA(x, t) (3.4.49)

带入 |EN (t)⟩ = e−iH0tUI |EN ⟩ 得到

⟨EN (t)|J(x, t)|EN (t)⟩ = ⟨EN |(1 + i

∫ t

t0

Hext(t
′)dt′)eiH0tj(x)e−iH0t(1− i

∫ t

t0

Hext(t
′)dt′)|EN ⟩ − neA(x, t)

= ⟨EN |j(x)|EN ⟩+ i

∫ t

t0

dt′⟨EN |[Hext(t
′), j(x, t)]|EN ⟩ − neA(x, t)

(3.4.50)

其中 j(x, t) = eiH0tj(x)e−H0t 是相互作用表象的流算符。由于

Hext = −e
∫

d3xA(x, t)· j(x) ⇒ Hext(t) = −e
∫

d3xA(x, t)· j(x, t) (3.4.51)

带入上式得到流算符的期望

⟨EN (t)|Ji(x, t)|EN (t)⟩ = ⟨EN |ji(x)|EN ⟩ − i

∫ t

t0

dt′
∫

d3x′⟨EN |[jj(x′, t′), ji(x, t)]Aj(x′, t′)− neA(x, t)

⇓

⟨EN (t)|Ji(x, t)|EN (t)⟩ = ⟨EN |ji(x)|EN ⟩+ i

∫ t

t0

dt′
∫

d3x′⟨EN |[ji(x, t), jj(x′, t′)]Aj(x′, t′)− neA(x, t)

(3.4.52)

定义响应函数

Dij(x− x′, t− t′) = −iθ(t− t′)⟨EN |[ji(x, t), j(x′, t′)]|EN ⟩ − neδijδ(x− x′)δ(t− t′) (3.4.53)

总电流期望为

⟨EN (t)|Ji(x, t)|EN (t)⟩ = ⟨EN |j(x)|EN ⟩ −
∫ +∞

−∞
dt′
∫

d3x
∑
j

Dij(x− x′, t− t′)Aj(x
′, t′) (3.4.54)

利用工程信号表达式来写：

⟨EN (t)|Ji(x, t)|EN (t)⟩ = ⟨EN |j(x)|EN ⟩ −
∑
j

[Aj ∗Dij ](t)

δJ(ω) =
∑
j

Aj(ω)Dij(ω)
(3.4.55)

在之前的线性响应里，我们已经假设了 A(x, t) 是正比于开启时间 θ(t) 的 A(x, t) ∼ θ(t). 这就是表达式里写成
无穷过去和无穷未来的积分形式之原因。我们想要计算多体费米子基态的响应函数，只需要让 |EN ⟩ = |EGS⟩.
零温的结果可以推广到非零温的情况，只需要在正则系统下做一个统计。在非零温情况下，期望值应该写为

⟨EN |[ji(x, t), jj(x′, t′)]|EN ⟩ =⇒ ⟨[ji(x, t), jj(x′, t′)]⟩ =
Tr{e−βH0 [ji(x, t), jj(x

′, t′)]}
Z

(3.4.56)

现在我们要把这些表达式与时间顺序响应函数联系起来，然后再与有限温度格林函数联系起来。这可以通过

涨落耗散定理来实现。
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3.4.5 涨落耗散定理

外场驱动的线性响应由这类推迟格林函数 −θ(t − t0)⟨[A(t), B(t0)] 给出，其中期望值是指多体费米子基

态。我们现在在非零温正则系统里处理问题，零温情况是 T = 0K 的极限。假设系统哈密顿 H 可以对角化，

H|n⟩ = En|n⟩.

⟨A(t)B(t0)⟩ =
1

Z

∑
n

⟨n|e−βHeiH(t−t0)A(t0)e
−iH(t−t0)B|n⟩

=
1

Z

∑
n,m

⟨n|BeβH |m⟩⟨m|eiH(t−t0)A(t0)e
−H(t−t0)|m⟩

=
1

Z

∑
n,m

⟨n|B(t0)|m⟩⟨m|A(t0)|n⟩e−βEm+i(Em−En)(t−t0)

(3.4.57)

上式利用了关系式 Tr(ABC) = Tra(BCA)。令 τ = t− t0，对上式关联函数做一下傅里叶变换，得到频空间

关联函数

A1(ω) =

∫ +∞

−∞
⟨A(t)B(t0)⟩eiωτdτ (3.4.58)

计算得到

A1(ω) =

∫ +∞

−∞

1

Z

∑
n,m

⟨n|B(t0)|m⟩⟨m|A(t0)|n⟩e−βEm+i(Em−En+ω)τdτ

=
1

Z

∑
n,m

eβEm⟨n|B(t0)|m⟩⟨m|A(t0)|n⟩
∫ +∞

−∞
ei(Em−En+ω)τdτ

=
2π

Z

∑
n,m

e−βEm⟨n|B(t0)m⟩⟨m|A(t0)|n⟩δ(Em − En + ω)

(3.4.59)

同样的我们可以计算另一个关联函数

⟨B(t0)A(t)⟩ =
1

Z

∑
n

⟨n|e−βHB(t0)A(t)|n⟩

=
1

Z

∑
n,m

⟨n|e−βHB(t0)|m⟩⟨m|eiH(t−t0)A(t0)e
−iH(t−t0)|n⟩

=
1

Z

∑
n,m

⟨n|B(t0)|m⟩⟨m|A(t0)|n⟩e−βEn+i(Em−En)(t−t0)

(3.4.60)

同样的傅里叶变换得到

A2(ω) =

∫ +∞

−∞

1

Z

∑
n,m

⟨n|B(t0)|m⟩⟨m|A(t0)|n⟩e−βEn+i(Em−En+ω)τdτ

=
1

Z

∑
n,m

e−βEn⟨n|B(t0)|m⟩⟨m|A(t0)|n⟩
∫ +∞

−∞
ei(Em−En+ω)τdτ

=
2π

Z

∑
n,m

e−βEn⟨n|B(t0)|m⟩⟨m|A(t0)|n⟩δ(Em − En + ω)

(3.4.61)

所以得到关系式

A2(ω) = e−βωA1(ω) (3.4.62)
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我们可以看到 A1(ω), A2(ω) 分别是两个关联函数 ⟨A(t)B(t0)⟩, ⟨B(t0)A(t)⟩ 的谱函数。我们可以看到关联函数
和谱函数之间的关系为

⟨A(t)B(t0)⟩ =
∫ +∞

−∞

dω
2π
A1(ω)e

−iωτ , A1(ω) =

∫ +∞

−∞
dτ⟨A(t)B(t0)⟩eiωτ

⟨B(t0)A(t)⟩ =
∫ +∞

−∞

dω
2π
A2(ω)e

−iωτ , A2(ω) =

∫ +∞

−∞
dτ⟨B(t0)A(t)⟩eiωτ

(3.4.63)

在零温的情况下，对于 A1(ω) 仅仅只有 m = 0 这一项存在，对于这些项，E0 是基态能。因此在 T = 0K 时，

A1(ω)仅仅对于正频部分有非零值，A2(ω)仅仅对负频部分有非零值。我们的目标是将时顺格林函数与推迟格

林函数联系起来。先考虑推迟格林函数

GR(t− t0) = −iθ(t− t0)⟨[A(t), B(t0)]⟩ (3.4.64)

带入谱函数得到

GR(t− t0) = −iθ(t− t0) (⟨A(t)B(t0)⟩ − ⟨B(t0)A(t)⟩)

= −iθ(t− t0)

∫ +∞

−∞

dω
2π

(A1(ω)e
−iωτ −A2(ω)e

−iωτ )

= −iθ(t− t0)

∫ +∞

−∞

dω
2π

(1− e−βω)e−iω(t−t0)A1(ω)

(3.4.65)

对上式做一个傅里叶变换，得到频空间的推迟格林函数

GR(ω) =

∫ +∞

−∞
dτGR(τ)eiωτ

= −i
∫ +∞

−∞
dτθ(τ)

∫ +∞

−∞

dω′

2π
(1− e−βω

′

)A1(ω
′)ei(ω−ω

′
)τ

= −i
∫ +∞

−∞

dω′

2π
(1− e−βω

′

)A1(ω
′)

∫ +∞

0

dτei(ω−ω
′
+iη)τ

=

∫ +∞

−∞

dω′

2π

A1(ω
′)

ω − ω′ + iη
(1− e−βω

′

)

(3.4.66)

或者写成对称形式

GR(ω) =

∫ +∞

−∞

dω′

2π

[
A1(ω

′)

ω − ω′ + iη
− A2(ω

′)

ω − ω′ + iη

]
(3.4.67)

这里为了保证积分收敛，添加了一个无穷小因子 η = 0+. 大多数情况下，我们考虑的是相同算符之间的关联
函数和谱函数，或者 A,B 分别互为厄米共轭。这种情况下谱函数 A1(ω) 是实的。利用

lim
η→0

+

1

x± iη
= P (

1

x
)∓ iπδ(x) (3.4.68)

我们得到

ImGR(ω) = −1

2
A1(ω)(1− e−βω) (3.4.69)

时序格林函数定义为

GT (t− t0) = −i⟨T [A(t)B(t0)]⟩ (3.4.70)

T 是编时算符，所以时序格林函数可以写成

GT (t− t0) = −iθ(t− t0)⟨A(t)B(t0)⟩ − iθ(t0 − t)⟨B(t0)A(t)⟩ (3.4.71)
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带入谱函数得到

GT (t− t0) = −i
∫ +∞

−∞

dω′

2π

[
θ(t− t0)A1(ω

′) + θ(t0 − t)A2(ω
′)e−iω

′
(t−t0)

]
(3.4.72)

对上式傅里叶变换得到频空间时序格林函数

GT (ω) =

∫ +∞

−∞
dτGT (τ)eiωτ

= −i
∫ +∞

−∞
dτ
∫ +∞

−∞

dω′

2π

[
θ(τ)A1(ω

′)ei(ω−ω
′
)τ + θ(−τ)A2(ω

′)ei(ω−ω
′
)τ
]

=

∫ +∞

−∞

dω′

2π

[
A1(ω

′)

ω − ω′ + iη
− A2(ω

′)

ω − ω′ − iη

]
=

∫ +∞

−∞

dω′

2π

[
1

ω − ω′ + iη
− e−βω

′

ω − ω′ − iη

]
A1(ω

′)

(3.4.73)

因此如果 A1(ω) 是实的

ReGT (ω) = P

∫ +∞

−∞

dω′

2π
(1− e−βω)

A1(ω
′)

ω − ω′

ImGT (ω) = −1

2
(1 + e−βω)A1(ω)

(3.4.74)

与推迟格林函数虚部比较

ImGR(ω) = −1

2
(1− e−βω)A1(ω)

ImGT (ω) = −1

2
(1 + e−βω)A1(ω)

(3.4.75)

所以我们有关系式

ReGR(ω) = ReGT (ω), ImGR(ω) = tanh
(
βω

2

)
ImGT (ω) (3.4.76)

在零温极限下，β → ∞，我们有
ImGR(ω) = sgn(ω)ImGT (ω) (3.4.77)

现在我们把这些关系与电导联系起来：

我们设 A1(ω) 是流-流关联函数 (谱函数)

A1(ω) =

∫ +∞

−∞
dτ⟨j(t)j(t0)⟩eiωτ (3.4.78)

由于欧姆定律 Jα(ω) = σαβ(ω)Eβ(ω). 又由麦克斯韦方程可知

E = −∇ϕ− ∂A

∂t
=⇒ Eβ = iωAβ(ω) (3.4.79)

所以有

Jα(ω) = iωσαβ(ω)Aβ(ω) (3.4.80)

根据线性响应理论可以知道

GR(ω) = iωσ(ω) =⇒ ImGR(ω) = ωσ(ω) = −1

2
A1(ω)(1− e−βω) (3.4.81)
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ImGR(ω) = −A1(ω)
2

(1− e−βω)

涨落耗散定理：

所以有

A1(ω) = − 2

1− e−βω
ωσ(ω) (3.4.82)

3.4.6 有限温度格林函数

我们现在考虑有限温度格林函数。我们主要是在有限温度格林函数的形式中计算相关函数。我们在之后

会计算相当多的相关函数，建立一个形式理论是有益的。有限温度格林函数定义为

GT (τ − τ0)⟨T [A(τ)B(τ0)]⟩ = θ(τ − τ0)⟨A(τ)B(τ0)⟩+ θ(τ0 − τ)⟨B(τ0)A(τ)⟩ (3.4.83)

其中 A(τ) = e(τ−τ0)HA(τ0)e
−(τ0−τ)H，是虚时间演化的算符 A. 和实时关联函数一样，可以写出关联函数

⟨A(τ)B(τ0)⟩ =
1

Z

∑
n

⟨n|e−βHA(τ)B(τ0)|n⟩

=
1

Z

∑
n

⟨n|e−βHe(τ−τ0)HA(τ0)e−(τ−τ0)HB(τ0)|n⟩

=
1

Z

∑
n,m

⟨n|B(τ0)e
−βH |m⟩⟨m||e(τ−τ0)HA(τ0)e−(τ−τ0)H |n⟩

=
1

Z

∑
n,m

e−βEm⟨n|B(τ0)|m⟩⟨m|A(τ0)|n⟩e(τ−τ0)(Em−En)

(3.4.84)

⟨B(τ0)A(τ)⟩ =
1

Z

∑
n

⟨n|e−βHB(τ0)A(τ)|n⟩

=
1

Z

∑
n

⟨n|e−βHB(τ0)e
(τ−τ0)HA(τ0)e

−(τ−τ0)H |n⟩

=
1

Z

∑
n,m

⟨n|e−βHB(τ0)|m⟩⟨m|e(τ−τ0)HA(τ0)e−(τ−τ0)H |n⟩

=
1

Z

∑
n,m

e−βEn⟨n|B(τ)|m⟩⟨m|A(τ0)|n⟩e(τ−τ0)(Em−En)

(3.4.85)

对于玻色子情况，有限温度格林函数有周期性 β. 我们可以简单推导一下。令 τ̃ = τ − τ0. 我们取范围 τ0 <

τ < β + τ0

τ0 τ0 + βτ

GT (τ − τ0 − β) = θ(β − τ + τ0)⟨B(τ0)A(τ − β)⟩

=
1

Z

∑
n,m

e−βEn⟨n|B(τ0)|m⟩⟨m|A(τ0)|n⟩e(τ−β−τ0)(Em−En)

=
1

Z

∑
n,m

e−βEm⟨n|B(τ0)|m⟩⟨m|A(τ0)|n⟩e(τ−τ0)(Em−En)

= GT (τ − τ0)

(3.4.86)
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由于虚时格林函数的周期性，我们可以在范围 τ0 < τ < τ0 + β 内进行傅里叶展开。傅里叶系数为

GT (ωl) =
∫ β

0

dτ̃ eiωlτ̃G(τ̃)

=

∫ β

0

dτ̃ eiωlτ̃θ(τ̃)⟨A(τ)B(τ0)⟩

=
1

Z

∫ β

0

dτ̃ eiωlτ̃
∑
n,m

e−βEm⟨n|B(τ0)|m⟩⟨m|A(τ0)|n⟩eτ̃(Em−En)

=
1

Z

∑
n,m

∫ β

0

dτ̃ e(iωl+Em−En)τ̃e−βEm⟨n|B(τ0)|m⟩⟨m|A(τ0)|n⟩

=
1

Z

∑
n,m

e(iωl+Em−En)β − 1

iωl + Em − En
e−βEm⟨n|B(τ0)|m⟩⟨m|A(τ0)|n⟩

(3.4.87)

值得注意玻色系统里 ωl =
2πl
β
，所以 βωl = 2πl

GT (ωl) =
1

Z

∑
n,m

e−βEn − e−βEm

iωl + Em − En
⟨n|B(τ0)|m⟩⟨m|A(τ0)|n⟩, ωl =

2πl

β
(3.4.88)

上式可以写成积分形式

GT (ωl) =
1

Z

∫ +∞

−∞
dω′

∑
n,m

e−βEn − e−βEm

iωl − ω′ ⟨n|B(τ0)|m⟩⟨m|A(τ0)|n⟩δ(Em − En + ω′)

= −
∫ +∞

−∞

dω′

2π

A1(ω
′)−A2(ω

′)

iωl − ω′

= −
∫ +∞

−∞

dω′

2π

A1(ω
′)

iωl − ω
(1− e−βω

′

)

(3.4.89)

对比之前计算的实时推迟格林函数

GR(ω) =

∫ +∞

−∞

dω′

2π

A1(ω
′)

ω − ω′ + iη
(1− e−βω

′

) (3.4.90)

可以看出，只需要将 −GT (iωl) 做一个解析延拓 iωl → ω+ iη 即可得到实时推迟格林函数。这个解析延拓是非

常奇怪的：GT (ωl) 是只在虚轴的一系列离散点上有定义，但是我们可以从它得到定义在所有实轴上的实时推
迟格林函数。

3.4.7 电流-电流关联函数和电导

我们现在准备用有限温度格林函数的形式将电导率在一阶线性响应中表示为电流-电流关联函数。电流的
KernelDij(x−x′, t− t′) 包含了抗磁部分，这部分表达式为 neδijδ(x−x′)δ(t− t′)，这里我们忽略掉。注意，当

我们通过皮尔斯替换得到紧束缚矩阵元的展开的流算符时，我们仅仅关注了 e
i
∫ ri
rj
A· dr

的一阶展开；这也与

忽略抗磁项对应。忽略抗磁项的原因不是因为它的贡献太小（抗磁项在计算超导体的电磁响应以及金属的响

应修正上非常重要的。）然而这一项在时空里是对角项，因此对于霍尔电导或其他拓扑不变量没有贡献。

对电流的傅里叶变换

Ji(k, ω) = Dij(k, ω)Aj(k, ω) = iωσij(k, ω)Aj(k, ω) (3.4.91)
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从之前的有限温度格林函数的阐述中，我们可以把推迟格林函数的计算转化为有限温度格林函数的计算。这

个过程实际上也可以帮助我们获得有限温度的电导率。我们通过计算有限温度格林函数并作解析延拓后可以

获得推迟格林函数。首先对位置坐标进行傅里叶变换；利用哈密顿量的平移不变性，从而得到格林函数

GTij(x− x′, τ − τ ′) = ⟨T [ji(x, τ)jj(x′, τ ′)]⟩ (3.4.92)

τ > τ ′ 时，对 x− x′ 作傅里叶变换得到

GTij(q, τ − τ ′) =

∫ +∞

−∞
d(x− x′)⟨ji(x, τ)jj(x′, τ ′)⟩eiq(x−x

′
) (3.4.93)

利用 V δk+k′ =
∫ +∞
−∞ d(x+ x′)ei(k+k

′
)(x+x

′
) 得到

GTij(q, τ − τ ′) =
1

V

∫ +∞

−∞
d(x+ x′)d(x− x′)⟨ji(x, τ)jj(x′, τ ′)⟩eiq(x−x

′
)

=
1

V

∫ +∞

−∞
dxdx′⟨ji(x, τ)eiqxjj(x′, τ ′)e−iqx

′

⟩

= ⟨ji(q, τ)jj(−q, τ ′)⟩

(3.4.94)

同理对于 τ < τ ′

GTij(q, τ − τ ′) = ⟨jj(−q, τ ′)ji(q, τ)⟩ (3.4.95)

所以

GTij(q, τ − τ ′) = ⟨T [ji(q, τ)jj(−q, τ ′)]⟩ (3.4.96)

这里虚时流算符的定义为 ji(q, τ) = eτHji(q)e
−τH，我们有

ji(q, τ) =
∑
k

c†
k+ q

2 ,α
(τ)

∂ϵαβ(k)

∂ki
ck− q

2 ,β
(τ) (3.4.97)

带入格林函数中得到

GTij(q, τ − τ ′) =
∑
k,p

∂ϵαβ(k)

∂ki

∂ϵγθ(p)

∂pj
⟨T [c†

k+ q
2 ,α

(τ)ck− q
2 ,β

(τ)c†
p− q

2 ,γ
(τ ′)cp+ q

2 ,θ
(τ ′)]⟩ (3.4.98)

利用 Wick 定理，

⟨T [c†
k+ q

2 ,α
(τ)ck− q

2 ,β
(τ)c†

p− q
2 ,γ

(τ ′)cp+ q
2 ,θ

(τ ′)]⟩ = ⟨Tc†
k+ q

2 ,α
(τ)cp+ q

2 ,θ
(τ ′)⟩⟨Tck− q

2 ,β
(τ)c†

p− q
2 ,γ

(τ ′)⟩δαθδβγδkp
(3.4.99)

⟨Tc†
k+ q

2 ,α
(τ)cp+ q

2 ,θ
(τ ′)⟩δkpδαθ = −G(0))

αθ (k +
q

2
, τ ′ − τ)δkpδαθ (3.4.100)

⟨Tck− q
2 ,β

(τ)c†
p− q

2 ,γ
(τ ′)⟩δkpδβγ = −G(0)

βγ (k −
q

2
, τ − τ ′)δkpδβγ (3.4.101)

值得注意这里 G(0)(k, τ − τ ′) 是费米算符的格林函数，满足 0 < τ̃ < β 上的反周期关系：

G(0)(k, τ̃) = −G(0)(k, τ̃ + β) (3.4.102)

对于费米算符格林函数而言有傅里叶变换G(k, τ) = 1
β

∑
n e

−iωnτG(k, ωn)

G(k, ωn) =
∫ β
0

dτeiωnτG(k, τ)
(3.4.103)
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其中 ωn = (2n+1)π
β
，对于玻色算符的格林函数而言 ωn = 2nπ

β

所以流-流虚时格林函数为

GTij(q, τ − τ ′) = −
∑

k,p,α,β,γ,θ

∂ϵαβ(k)

∂ki

∂ϵγθ(p)

∂pj
G(0)
θα (k +

q

2
, τ ′ − τ)Gβγ(k −

q

2
, τ − τ ′)δkpδαθδβγ

= −
∑
k,α,β

∂ϵαβ(k)

∂ki

∂ϵβα(k)

∂kj
G(0)
αα(k +

q

2
, τ ′ − τ)G(0)

ββ (k −
q

2
, τ − τ ′)

= −
∑
k,α,β

∂ϵαβ(k)

∂ki

∂ϵβα(k)

∂kj

1

β

∑
m

e−iωm(τ
′−τ)G(0)

αα(k +
q

2
, ωm)

1

β

∑
n

e−iωn(τ−τ
′
)G(0)
ββ (k −

q

2
, ωn)

= − 1

β2

∑
k,m,n,α,β

∂ϵαβ(k)

∂ki

∂ϵβα(k)

∂kj
G(0)
αα(k +

q

2
, ωm)G

(0)
ββ (k −

q

2
, ωn)e

i(ωm−ωn)(τ−τ
′
)

(3.4.104)

对上式做傅里叶变换得到

GTij(q, νr) =
∫ β

0

d(τ − τ ′)eiνr(t−t
′
)GTij(q, τ − τ ′)

= − 1

β2

∫ β

0

d(τ − τ ′)eiνr(t−t
′
)
∑

k,m,n,α,β

∂ϵαβ(k)

∂ki

∂ϵβα(k)

∂kj
G(0)
αα(k +

q

2
, ωm)G

(0)
ββ (k −

q

2
, ωn)e

i(ωm−ωn)(τ−τ
′
)

= − 1

β2

∑
k,m,n,α,β

∫ β

0

d(τ − τ ′)ei(ωm−ωn+νr)(τ−τ
′
) ∂ϵ

αβ(k)

∂ki

∂ϵβα(k)

∂kj
G(0)
αα(k +

q

2
, ωm)G

(0)
ββ (k −

q

2
, ωn)

(3.4.105)

这里 ωm = (2m+1)π
β

, ωn = (2n+1)π
β

, νr =
2rπ
β
，所以∫ β

0

d(τ − τ ′)ei(ωm−ωn+νr)(τ−τ
′
) =

ei(ωm−ω)n+νr)β − 1

i(ωm − ωn + νr)

=
ei2pi(m−n+r) − 1

i 2π
β
(m− n+ r)

= βδm−n+r = βδωm−ωn+νr

(3.4.106)

所以得到

GTij(q, νr) = − 1

β

∑
n,k

Tr

[
ϵ(k)

∂ki
G(0)(k − q

2
, ωn)

ϵ(k)

∂kj
G(0)(k +

q

2
, ωn − νr)

]
(3.4.107)

或者

GTij(q, νr) = − 1

β

∑
m,k

Tr

[
ϵ(k)

∂ki
G(0)(k − q

2
, ωm + νr)

ϵ(k)

∂kj
G(0)(k +

q

2
, ωm)

]
(3.4.108)

正如之前所说，我们只需要对 −GT (ωn) 做一个解析延拓 iωn → ω + iη 即可得到响应函数 D(ω)。最后只需要

利用 Kubo 定理计算电导张量即可
iωσij(q, ω) = Dij(q, ω) (3.4.109)

3.4.8 霍尔电导的计算

我们现在已经可以用之前已经建立的工具来计算绝缘体的霍尔电导。我们试着一举两得: 我们试着计算霍
尔电导和引入绝缘体哈密顿量的极限——平带极限。在这个极限下的哈密顿量与原来的哈密顿量是拓扑等价
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的，并且将在书中被反复使用来进行简单计算关联函数和纠缠谱。对于任意带数的一般情况，电导率公式是

非常繁琐的:其中出现的格林函数在所有能带能量都包含极点，而这些能带能量通常是不同的。计算是繁琐的，
因为我们必须考虑所有极点的留数。平带极限所实现的是将哈密顿函数的所有占据的能量放在 −E，而所有未
占据的状态放在能量 +E(按照惯例，E 在某些能量单位中通常被选择为 1)，同时保持系统的本征态不变。系
统的拓扑性质不应该依赖于占据能带的能量：平带极限将会证明这点。我们最终所发现的是霍尔电导并不依

赖能带的能量——它仅仅依赖本征态。这是霍尔电导的拓扑性质的第一个实际线索。哈密顿绝热演化过程中，

如果我们发现霍尔电导依赖于占据带的能量，那么他将不会是拓扑不变的：通过对哈密顿做一个小的绝热变

换 (不会关闭能隙)，我们将会获得不同的霍尔电导。实际上，我们可以证明这不是真实的，这是霍尔电导是一
个真正拓扑量的线索。

哈密顿量 H =
∑

k,α,β ck,αϵ
αβ(k)ck,β 很容易通过把矩阵 (ϵ(k))αβ = ϵαβ(k) 对角化来求解。这个解给出了

哈密顿的能带。

ϵαβ(k)uiβ(k) = ϵi(k)u
i
α(k) (3.4.110)

其中 uiα(k)是矢量 ui(k)的第 α 分量，这是在动量 k 时哈密顿的对应于能量 ϵi(k)的第 i个单粒子本征态。我

们可以对角化能量矩阵

U †ϵ(k)U =

ϵ1(k) · · ·
ϵm(k)

 = ϵ̃(k) (3.4.111)

系统有 m 个轨道 (子格自由度、自旋自由度等)。这里 ϵ̃(k) 是系统的能量矩阵——单粒子对角化能量矩阵。变

换矩阵元 Uαi = uiα，满足幺正性，因为不同能级的本征向量相互正交

U †U = (U †)iαUαj = U∗
αiUαj = u∗iα u

j
α = δij (3.4.112)

利用幺正变换可以把二次型哈密顿量对角化

H =
∑
k

c†α(k)ϵ
αβ(k)cβ(k)

=
∑
k

c†α(k)UαiU
†
iαϵ

αβ(k)UβjU
†
jβcβ(k)

=
∑
k

γ†i (k)ϵi(k)δijγj(k)

=
∑
k

γ†i (k)ϵi(k)γi(k)

(3.4.113)

其中

γi(k) = U †
iαcα(k) (3.4.114)

幺正变换 U 现在允许我们做一个绝热变换来帮助我们求解一般系统的霍尔电导

3.4.9 哈密顿对角化以及平带基

假设系统是绝缘体，我们可以把费米能级放在绝缘体能隙中或者说把满带放在零能以下，所以我们填满

了所有的负能带 (以费米面为能量零点)。对于一个 p 满带的绝缘体，我们假设能级之间有如下不等式

ϵ1(k) ≤ ϵ2(k) ≤ · · · ≤ ϵp(k) ≤ ϵp+1(k) ≤ · · · ≤ ϵm(k) (3.4.115)
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我们选择两个任意的能量 ϵG 和 ϵE，有约束条件 ϵG < 0 < ϵE，G,E 分别是占据基态和空态。ϵG, ϵE 可以为常

数，例如 ±1eV . 我们现在引入 ϵ1, · · · , ϵp 到 ϵG 和 ϵp+1, · · · , ϵm 到 ϵE 的绝热内插

Ei(k, t) = ϵi(k)(1− t) + ϵGt, 1 ≤ i ≤ p

Ei(k, t) = ϵi(k)(1− t) + ϵEt, p+ 1 ≤ i ≤ m
(3.4.116)

哈密顿在绝热演化中能隙始终是打开的，没有能带穿越费米能级，更进一步说，能带的结构在绝热演化过程中

始终是相同的。最后一步实际上并不重要；唯一重要的性质是哈密顿对于任意的绝热参数 t ∈ [0, 1] 能隙都是

打开的。因为费米能级处于能隙中，并且没有任何态在绝热演化中穿过费米能级。我们立即可以意识到这个内

插哈密顿的拓扑性质和原始哈密顿是相同的。这个结果实际上可以通过证明霍尔电导不依赖内插能量 Ei(k, t)

来证实。我们考虑的内插哈密顿为

H(k, t) = U(k)



E1(k, t)

· · ·
Ep(k, t)

Ep+1(k, t)

· · ·
Em(k, t)


U †(k) (3.4.117)

这个内插哈密顿介于原系统和 t = 1 的平带系统之间。t = 1 时，哈密顿有一个非常好的性质，此时的哈密顿

是系数为 ϵG 的各个占据态的投影算符之和与系数为 ϵE 的各个空态之和的叠加

H(k, 1) = ϵG

p∑
α=1

|α, k⟩⟨α, k|+ ϵE

m∑
β=p+1

|β, k⟩⟨β, k| (3.4.118)

这里稍微写一下上式计算。我们定义矢量 |i, k⟩ =

ui1(k)

· · ·
uim(k)

，所以

U(k) =


u11(k) u21(k) · · · um1 (k)

u12(k) u22(k) · · · um2 (k)

· · · · · · · · · · · ·
u1m(k) u2m(k) · · · umm(k)

 = (|1, k⟩, |2, k⟩, · · · , |m, k⟩) (3.4.119)
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所以

U(k)H(k, t)U †(k) = (|1, k⟩, |2, k⟩, · · · , |m, k⟩)



E1(k, t)

· · ·
Ep(k, t)

Ep+1(k, t)

· · ·
Em(k, t)




⟨1, k|
⟨2, k|
· · ·

⟨m, k|



= (|1, k⟩, |2, k⟩, · · · , |m, k⟩)


E1(k, t)⟨1, k|
E2(k, t)⟨2, k|

· · ·
Em(k, t)⟨m, k|


=
∑
α

Eα(k, t)|α, k⟩⟨α, k|

(3.4.120)

对于 t = 1 的情况，

H(k, 1) = ϵG

p∑
i=1

|i, k⟩⟨i, k|+ ϵE

m∑
i=p+1

|i, k⟩⟨i, k| (3.4.121)

得证

其中 |i, k⟩⟨i, k| = uin(k)u
i∗
m(k) = P i

nm 是 m,n 矩阵元，也是投影算符

P iuj = P i
nmu

i
m = uinu

i
mu

j
m = uinδij = ujδij (3.4.122)

定义幂等元 (投影算符)

PG =

p∑
i=1

|i, k⟩⟨i, k| =
p∑
i=1

uin(k)u
i∗
m(k) =

p∑
i=1

P i
nm

PE =

m∑
i=p+1

|i, k⟩⟨i, k| =
m∑

i=p+1

uin(k)u
i∗
m(k) =

m∑
i=p+1

P i
nm

(3.4.123)

很显然

P 2
G =

p∑
i,j=1

uin(k)u
i∗
m(k)u

j
m(k)u

j∗
s (k) =

p∑
i=1

uin(k)u
i∗
s (k) = PG (3.4.124)

P 2
E =

m∑
i,j=p+1

uin(k)u
i∗
m(k)u

j
m(k)u

j∗
s (k) =

m∑
i=p+1

uin(k)u
i∗
s (k) = PE (3.4.125)

PEPG =

p∑
i=1

m∑
j=p+1

uin(k)u
i∗
m(k)u

j
mu

j∗
s (k) =

p∑
i=1

m∑
j=p+1

uin(k)δiju
j
m(k) = 0 (3.4.126)

PG, PE 相互正交，生成互补子空间 LG 和 LE .

H(k, 1) = ϵGPG + ϵEPE (3.4.127)

平带方法的好处在于可以把系统的格林函数写成非常简单的形式

G(iωm, k) =
PG(k)

iωm − ϵG
+

PE(k)

iωm − ϵE
(3.4.128)
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上式很容易证明，我们只需要计算

(iωm − ϵGPG − ϵEPE)(
PG

iωm − ϵG
+

PE
iωm − ϵE

) =
iωmPG − ϵGPG
iωm − ϵG

+
iωmPE − ϵEPE
iωm − ϵE

=
−ω2

mPG − iωϵEPG − iωmϵGPG − ϵGϵEPG − ω2
mPE − iωmPEϵG − iωmϵEPE + ϵEϵGPE

−ω2
m − iωmϵE − iωmϵG

= 1

(3.4.129)

所以可以得到

G(iωm, k) =
1

iωm −H(k, 1)

=
1

iωm − ϵGPG − ϵEPE

=
PG(k)

iωm − ϵG
+

PE
iωm − ϵE

(3.4.130)

显然绝热哈密顿的流为

∂H(k, 1)

∂ki
= ϵG

∂PG(k)

∂ki
+ ϵE

∂PE(k)

∂ki
= (ϵG − ϵE)

∂PG(k)

∂ki
(3.4.131)

最后一步利用了 PG + PE = 1，两边同时对 ki 求导即可得到。所以平带极限下有限温度格林函数可以写成

GTij(q, νr) = − 1

β

∑
m,k

Tr

[
∂H(k, 1)

∂ki
G(0)(k − q

2
, ωm + νr)

∂H(k, 1)

∂kj
G(0)(k +

q

2
, ωm)

]
= − 1

β

∑
m,k

(ϵG − ϵE)
2Tr

[
∂PG(k)

∂ki
(

PG(k − q
2
)

i(ωm + νr)− ϵG
+

PE(k − q
2
)

i(ω + νr)− ϵE
)
∂PG(k)

∂kj
(
PG(k +

q
2
)

iωm − ϵG
+
PE(k +

q
2
)

iωm − ϵE
)

]
(3.4.132)

考虑直流的情况 q → 0

GTij(νr) = − 1

β

∑
m,k

Tr

[
∂PG(k)

∂ki
(

PG(k)

i(ωm + νr)− ϵG
+

PE(k)

i(ωm + νr)− ϵE
)
∂PG(k)

∂kj
(
PG(k)

iωm − ϵG
+

PE(k)

iωm − ϵE
)

]
(3.4.133)

值得注意，投影算符之间有如下代数关系

PG (∂iPG) = ∂iPG − (∂iPG)PG, (∂iPE)PG = −PE∂iPG, ∂iPG = −∂iPE (3.4.134)

(∂iPG)PG
(
∂jPG

)
PG = (∂iPG)

(
∂jPG

)
PG − (∂iPG)

(
∂jPG

)
P 2
G = 0 (3.4.135)

上面三式对于 E → E 也成立。由上面三式可以得到格林函数中的四项投影算符

(∂iPG)PG
(
∂jPE

)
PG = − (∂iPG)

(
∂jPG

)
PEPG = 0

(∂iPG)PE
(
∂jPG

)
PE = − (∂iPG)

(
∂jPE

)
PGPE = 0

(∂iPG)PG
(
∂jPG

)
PE = − (∂iPG)PG

(
∂jPE

)
PE = (∂iPG)

(
∂jPG

)
P 2
E = − (∂iPG)

(
∂jPE

)
PE

(∂iPG)PE
(
∂jPG

)
PG = − (∂iPG)

(
∂jPE

)
PG

(3.4.136)

所以最后有限温度流——流格林函数为

GTij(q, νr) = − 1

β

∑
m,k

(ϵG− ϵE)2Tr
[
∂PG
∂ki

PG
i(ωm + νr)− ϵG

∂PG
∂kj

PE
iωm − ϵE

+
∂PG
∂ki

PE
i(ωm + νr)− ϵE

∂PG
∂kj

PG
iωm − ϵG

]
(3.4.137)
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对 ωm = i 2mπ
β
求和需要利用松原求和方法。我们分为两项计算

对于第一项
1

β

∑
m

(∂iPG)PG(∂jPG)PE
(iωm − ϵG + iνr)(iωm − ϵE)

=
1

β

∑
m

f(iωm) (3.4.138)

求和思路是构造一个单极点为 iωm 的辅助函数，利用留数定理得到求和表达式。对于费米系统来说，iωm =

i (2m+1)π
β

正好是费米占据函数 nF = 1

e
βz+1 的单极点，留数为 − 1

β
. 所以我们构造积分

I =

∮
dz
2πi

f(z)nF (z) (3.4.139)

这个积分的留数如下

z1 = ϵG − iνr, res[f(z1)nF (z1)] =
(∂iPG)PG(∂JPG)PE

ϵG − ϵE − iνr
nF (ϵG − iνr) =

(∂iPG)PG(∂JPG)PE
ϵG − ϵE − iνr

nF (ϵG)

z2 = ϵE , res[f(z2)nF (z2)] =
(∂iPG)PG(∂JPG)PE

ϵE − ϵG + iνr
nF (ϵE)

zm = iωm, res[f(zm)nF (zm)]−
1

β
f(iωm)

(3.4.140)

x

y

O

×

×

×iωm

×

×

×

×
ϵE

×
ϵG − iνr

取上图所示的围道，并且令 R→ +∞ 得到

lim
R→+∞

∮
dz
2πi

f(z)nF (z) = 0 (3.4.141)

由留数定理可知

− 1

β

∑
m

f(iωm) +
(∂iPG)PG(∂jPG)PE

ϵG − ϵE − iνr
nF (ϵG) +

(∂iPG)PG(∂jPG)PE
ϵE − ϵG + iνr

nF (ϵE) = 0 (3.4.142)

所以得到
1

β

∑
m

f(iωm) =
(∂iPG)PG(∂jPG)PE

ϵG − ϵE − iνr
nF (ϵG) +

(∂iPG)PG(∂jPG)PE
ϵE − ϵG + iνr

nF (ϵE) (3.4.143)

同理，对于第二项
1

β

∑
m

(∂iPG)PE(∂jPG)PG
(iωm − ϵE + iνr)(iωm − ϵG)

=
1

β

∑
m

f(iωm) (3.4.144)
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与第一项比较可知，只需要分子不变，分母和占据函数做替换 E ↔ G 即可得到

1

β

∑
m

f(iωm) =
(∂iPG)PE(∂jPG)PG

ϵE − ϵG − iνr
nF (ϵE) +

(∂iPG)PE(∂jPG)PG
ϵG − ϵE + iνr

nF (ϵG) (3.4.145)

计算可知松原格林函数为

GTij(iνr) = −
∑
k

(ϵG − ϵE)
2Tr

[
(∂iPG)PG(∂jPG)PE

ϵG − ϵE − iνr
nF (ϵG) +

(∂iPG)PG(∂jPG)PE
ϵE − ϵG + iνr

nF (ϵE)

+
(∂iPG)PE(∂jPG)PG

ϵE − ϵG − iνr
nF (ϵE) +

(∂iPG)PE(∂jPG)PG
ϵG − ϵE + iνr

nF (ϵG)

] (3.4.146)

对于零温的情况，占据态 ϵE > 0 的占据数 nF (ϵE) = 0，只有费米面以下的 ϵG < 0 是占满的 nF (ϵF ) = 1. 所
以我们可以得到零温时的松原格林函数

GTij(iνr) = −
∑
k

(ϵG − ϵE)
2Tr

[
(∂iPG)PG(∂jPG)PE

ϵG − ϵE − iνr
+

(∂iPG)PE(∂jPG)PG
ϵG − ϵE + iνr

]
(3.4.147)

利用 (∂iPG)PG(∂jPG)PE = −(∂iPG)(∂jPE)PE 和 (∂iPG)PE(∂jPG)PG = −(∂iPG)(∂jPE)PG 可以将上式化简

为

GTij(iνr) =
∑
k

(ϵG − ϵE)
2Tr

[
(∂iPG)(∂jPE)PE
ϵG − ϵE − iνr

+
(∂iPG)(∂jPE)PG
ϵG − ϵE + iνr

]
(3.4.148)

上式通分后舍去对称项，因为我们所计算的霍尔电导是电导张量的反对称分量

GTij(iνr) =
∑
k

(ϵG − ϵE)
2Tr

[
(ϵG − ϵE)[(∂iPG)(∂jPE)PE + (∂iPG)(∂jPE)PG]

(ϵG − ϵG)
2 − (iνr)

2

+
iνr[(∂iPG)(∂jPE)PE − (∂iPG)(∂jPE)PG]

(ϵG − ϵE)
2 − (iνr)

2

] (3.4.149)

可以看到上式第一项是对称项，交换指标 i↔ j 后保持不变，所以舍去，我们关注第二项

GTij(iνr) =
∑
k

(ϵG − ϵE)
2Tr

[
iνr[(∂iPG)(∂jPE)PE − (∂iPG)(∂jPE)PG]

(ϵG − ϵE)
2 − (iνr)

2

]
(3.4.150)

计算 Tr[(∂iPG)(∂jPE)PG]

Tr[(∂iPG)(∂jPE)PG] = Tr[PG(∂iPG)(∂jPE)]

= −Tr[PG(∂iPE)(∂jPE)]

= Tr[(∂iPG)PE(∂jPE)]

= Tr[(∂iPG)(∂jPE)− (∂iPG)(∂jPE)PE ]

= −Tr[(∂iPG)(∂jPE)PE ]

(3.4.151)

这里最后一步利用了 Tr[(∂iPG)(∂jPE)] = −Tr[(∂iPG)(∂jPG)] = −Tr[(∂jPG)(∂iPG)] = Tr[(∂jPG)(∂iPE)] 是

一个对称项，所以舍去了。带入反对称格林函数得到

GTij(iνr) =
∑
k

(ϵG − ϵE)
2Tr

[
(∂iPG)(∂jPE)PE

2iνr

(ϵG − ϵE)
2 − (iνr)

2

]
(3.4.152)

做一个解析延拓 iνr → ω + iη 可以获得推迟格林函数 (响应函数)

GRij(ω) = −
∑
k

(ϵG − ϵE)
2Tr

[
(∂iPG)(∂jPE)PE

2ω

(ϵG − ϵE)
2 − (ω + iη)2

]
(3.4.153)
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在直流极限下 ω → 0

GRij(ω → 0) = −2ω
∑
k

Tr[(∂iPG)(∂jPE)PE ] (3.4.154)

现在我们计算一下

Tr[(∂iPG)(∂jPE)PE ] = Tr[(∂iPG)(∂jPE)]− Tr[(∂iPG)PE(∂jPE)]

= −Tr[∂iPG∂jPG] + Tr[PG(∂iPE)(∂jPE)]

= −Tr[(∂iPG)(∂jPG)] + Tr[(∂iPG)(∂jPG)PG]

(3.4.155)

由于 Tr[AB] = Tr[BA], 第一项是对称项，我们舍去这一项。我们现在得到了完全用占据带基态投影算符
PG(k) 表示的关联函数。数值上，这是我们计算霍尔电导的方法，因为投影算符是规范不变的，绕过了需要光

滑规范的要求。我们把它表示成布洛赫态的显式表示

Tr[(∂iPG)(∂jPG)PG] =
∑

α,α
′
,α

′′
,β

[
⟨β, k|(|∂iα, k⟩⟨α, k|+ |α, k⟩⟨∂iα, k|)(|∂jα′, k⟩⟨α′, k|

+|α′, k⟩⟨∂jα′, k|)|α′′, k⟩⟨α′′, k|β, k⟩
]

=
∑
α,α

′
,β

[
⟨β, k|(|∂iα, k⟩⟨α, k|+ |α, k⟩⟨∂iα, k|)(|∂jα′, k⟩⟨α′, k|+ |α′, k⟩⟨∂jα′, k|)|β, k⟩

]
=
∑
α,β

⟨β, k|∂iα, k⟩⟨α, k|∂jβ, k⟩+
∑
α,β

⟨β, k|∂iα, k⟩⟨∂jα, k|β, k⟩+
∑
α

⟨∂iα, k|∂jα, k⟩+
∑
α,α

′

⟨∂iα, k|α′, k⟩⟨∂jα′, k|α, k⟩

(3.4.156)

只有第三项是关于指标 i, j 的反对称项，其余几项总可以通过交换 i↔ j 变回原来的形式。

ϵijTr[(∂iPG)(∂jPG)PG] =
∑
α

[⟨∂iα, k|∂jα, k⟩ − ⟨∂jα, k|∂iα, k⟩] (3.4.157)

显式表达式推导的过程中，布洛赫函数可微，这暗示了 BZ 上的规范必须是光滑规范。这通常是一个相当复杂
的过程，这就是为什么我们用投影算符表示关联函数的形式。因此我们可以得到霍尔电导

σHallij =
1

iω

GRij(ω → 0)−GRji(ω → 0)

2

=
1

2iω
(−2ω)

∑
k

m∑
α=1

[⟨∂iα, k|∂jα, k⟩ − ⟨∂jα, k|∂iα, k⟩]

=
∑
k

m∑
α=1

i(⟨∂iα, k|∂jα, k⟩ − ⟨∂jα, k|∂iα, k⟩)

=

∫
BZ

dkxdky
(2π)2

m∑
α=1

i(⟨∂iα, k|∂jα, k⟩ − ⟨∂jα, k|∂iα, k⟩)

=

∫
BZ

dkxdky
(2π)2

m∑
n=1

Ωnij(k)

(3.4.158)

这里我们补上单位 e
2

h
。

σHallij =
e2

h

1

2π

∫
BZ

dkxdky
m∑
n=1

Ωnij(k) =
e

h
C (3.4.159)

霍尔电导是 Berry 曲率在所有满带上的积分。仅仅只有零频霍尔电导才具有拓扑意义，非零频率修正将会包
含与空带和占据带有关的项。
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对于 Chern 绝缘体，哈密顿形式为
H = d·σ (3.4.160)

Berry 曲率曲率为
Ωij(d) =

1

2

d
d3

(3.4.161)

Chern 数为

C =
1

2π

∫
S

Ωijddi ∧ ddj

=
1

2π

∫
BZ

Ωij

(
∂di

∂kx

∂dj

∂ky
− ∂di

∂ky

∂dj

∂kx

)
dkx ∧ dky

=
1

4π

∫
BZ

d· (∂kxd× ∂kyd)

d3
dkxdky

(3.4.162)

所以霍尔电导为

σxy =
e2

h

1

4π

∫
BZ

d· (∂kxd× ∂kyd)

d3
dkxdky (3.4.163)

sum rule 补充

对于费米子和玻色子占据数函数，可以将其在各个单极点处展开

nF (ξp) =
1

eβξp + 1
=

1

2
+

1

β

+∞∑
n=−∞

1

i (2n+1)π
β

− ξp

nB(ωp) =
1

eβωq − 1
= −1

2
+

1

β

+∞∑
n=−∞

1

i 2nπ
β

− ωq

(3.4.164)

ξp = ϵp − µ, ωq 分别是玻色子和费米子的能量。展开式的证明需要利用 Mittag-Leffler 定理
奇点可以分为 

孤立奇点


可去奇点

极点

本质奇点

非孤立奇点

支点 (多值函数)

(3.4.165)

对于孤立奇点 a 来说，复函数 f(z) 在邻域 K − a 内可以展开成洛朗级数

f(z) =

+∞∑
n=−infty

cn(z − a)n (3.4.166)

非负幂部分
∑+∞

n=0 cn(z − a)n 为 f(z) 在点 a 的正则部分，负幂部分
∑+∞

n=1 c−n(z − a)−n 为 f(z) 在点 a 的主

要部分。函数 f(z) 的奇异性主要体现在在主要部分。

1. 如果 f(z) 在 a 的主要部分为零则叫做可去奇点，

2. 如果 f(z) 在点 a 的主要部分有 m 项，则叫做 m 阶极点

3. 如果 f(z) 在点 a 的主要部分有无限多项，则叫做本质奇点
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根据解析函数的孤立奇点特征，可以区分为两种最简单的解析函数族

1. 整函数：在整个复平面上解析的函数

2. 亚纯函数：在复平面上处极点外无其他类型奇点的单值解析函数

f(z) = 1
e
z−1
是一个亚纯函数，有无穷多个单极点

zm = i2mπ, (m = 0,±1,±2, · · · ) (3.4.167)

聚点 z = ∞ 是一个非孤立奇点。
对于亚纯函数，可以利用各个极点对复变函数进行重构。

定理 1 (Mittag-Laffler 定理) 设亚纯函数 f(z) 的极点为 a1, a2, · · · , 0 < |a1| ≤ |a2| ≤ · · · , 如果存在性质的
围道序列 {Cm}:(1) 当 m → ∞ 时，Cm 到原点的最近距离 Rm → ∞，但 lm

Rm
有界，lm 是 Cm 的周长，(2)

在 Cm 上

|f(z)
zp

< M (3.4.168)

p 为某最小的非负整数，M 为与 m 无关的正数，则 f(z) 可展开为有理分式级数

f(z) =

p∑
k=0

f (k)(0)
zk

k!
+

+∞∑
n=1

[
Gn(

1

z − an
− φnp(z))

]
(3.4.169)

其中

Gn(
1

z − an
) =

An,sn
(z − an)

sn
+

An,sn−1

(z − an)
sn−1 + · · ·+

An,1
z − an

, n = 1, 2, · · · (3.4.170)

是 f(z) 在 an 点的主部，

φnp(z) =

p∑
k=0

[
dk

dζk
Gn(

1

ζ − an
)

]
ζ=0

zk

k!
(3.4.171)

对于单极点的情况有

定理 2 如果 a1, a2, · · · 都是半纯函数 f(z) 的非零单极点，而且在 Cm 上 |f(z)| < M，M 与 m 无关，则有

特别简单的展开公式

f(z) = f(0) +

∞∑
n=1

bn

(
1

z − an
+

1

an

)
(3.4.172)

其中 bn 是 f(z) 在 an 的留数。

利用这个定理我们可以计算 n(z) = 1

e
βz±1

nF (z) =
1

eβz + 1
=

1

2
+

+∞∑
m=−∞

(− 1

β
)

(
1

z − i (2m+1)π
β

+
1

i (2m+1)π
β

)
(3.4.173)

上式求和不包含 m = 0，记 ωm = (2m+1)π
β

. nF (z) 在单极点 iωm 处的留数为 − 1
β

. 括号内最后一项正负项相互
抵消，所以为 0

nF (z) =
1

2
−

∞∑
m=−∞

1

z − iωm
(3.4.174)

所以

nF (ξp) =
1

eβξp + 1
=

1

2
+

1

β

+∞∑
m=−∞

1

iωm − ξp
, ωm =

(2m+ 1)π

β
(3.4.175)
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对于

nB(z) =
1

eβz − 1
(3.4.176)

构造函数 F (z) = nB(z)− 1
βz
，F (z) 的单极点为 zm = iωm, ωm = 2mπ

β
，留数为 1

β
利用 Mittag-Laffler 定理可

以得到

F (z) = F (0) +

+∞∑
m=−∞,n̸=0

1

β

(
1

z − zm
+

1

zm

)
(3.4.177)

F (0) = lim
z→0

[
1

eβz − 1
− 1

βz

]
= −1

2
(3.4.178)

所以得到
1

eβz − 1
= −1

2
+

1

βz
+
∑
m ̸=0

1

β

(
1

z − zm
+

1

zm

)
(3.4.179)

所以有

nB(ωq) =
1

eβωq − 1
= −1

2
− 1

β

+∞∑
m=−∞

1

iωm − ωq
, ωm = i

2mπ

β
(3.4.180)

至此我们可以得到对于玻色子、费米子占据函数 nF/B(z) 在 iωm 处具有一系列的单极点

ωm =

 2mπ
β
, 玻色子

(2m+1)π
β

, 费米子
(3.4.181)

对于一般的松原格林函数的频率求和，计算思路是利用费米子、玻色子占据函数将其转化成各个留数求和

S =
1

β

∑
m

f(iωm) (3.4.182)

其中 f(iωm) 表示待求格林函数的乘积。我们构造这样的积分

I = lim
R→+∞

∮
dz
2πi

f(z)nB/F (z) (3.4.183)

假设 f(z) 有极点 z1, z2，nB/F (z) 的极点表示成 zm. 可以看到积分值为

I = res[f(z1)nF/B(z1)] + res[f(z2)nF/B(z2)] +
∑
m

res[f(zm)nF/B(zm)] (3.4.184)

由于

res[f(zm)nF/B(zm)] = (−1)βωm
1

β
f(zm)

res[f(z1)nF/B(z1)] = res[f(z1)]nF/B(z1)

res[f(z2)nF/B(z2)] = res[f(z1)]nF/B(z2)

(3.4.185)

积分围道 R→ ∞ 时，积分值为 0. 所以对于玻色频率求和

1

β

∑
m

f(iωm) = −[res[f(z1)]nB(z1) + res[f(z2)]nB(z2)] (3.4.186)

对于费米频率求和
1

β

∑
m

f(iωm) = [res[f(z1)]nF (z1) + res[f(z2)]nF (z2)] (3.4.187)
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对于 f(z) 有若干极点的一般情况而言

S =

− 1
β

∑
i rinB(zi) 玻色求和

1
β

∑
i rinB(zi) 费米求和

(3.4.188)

其中 ri 是函数 f(z) 的极点。

3.5 循环绝热演化中的极化强度

极化强度矢量是电介质中单位体积的电偶极距，这在电动力学里是非常重要的概念。它是一个强度量，表

示单位体积的电偶极。例如在铁电材料中，极化强度可以可以自发出现。根据麦克斯韦方程和电位移矢量 D

可以得到

∇·D = ρ(t) (3.5.1)

其中有关系式

D = ϵ0E + P (3.5.2)

这里 E 是电场，P 是极化强度，ρ(t) 是自由电荷密度。考虑没有外电场的固体材料，连续方程有

∂ρ

∂t
+∇· j = 0 (3.5.3)

其中 j 是宏观电流密度。在系统的绝热演化过程中，忽略掉自由项，循环演化中极化强度的变化为

∆Pα = −
∫ T

0

dtjα (3.5.4)

在绝热演化过程中，电流与速度的关系有

jα = −e
∑
n

∫
BZ

dqα
(2π)

vn(qα) (3.5.5)

对于 α 分量，速度关系由 Berry 曲率给出

vn(qα) =
1

h̄
∇qα

En(q)− Ωnqα,t (3.5.6)

对于价带满占据的情况，第一项的积分由于对称性，结果为零，只考虑第二项

∆Pα = −e
∑
n

∫ T

0

dt
∫
BZ

dqα
2π

Ωnqα,t (3.5.7)

求和跑遍所以的满带。为了更一般的目的，我们假设绝热变换参数是 λ(t)

∆Pα = −e
∑
n

∫ λ(T )

λ(0)

dλ
∫
BZ

dqα
(2π)

Ωnqα,λ (3.5.8)

其中

Ωnqαλ = ∂qαA
n
λ − ∂λA

n
qα

(3.5.9)

再循环演化的过程中，λ(T ) 和 λ(0) 代表相同的态。考虑 q 空间的周期性，q − λ 平面形成一个闭合的环面

T 2. 由于这个积分没有遍历 λ 的历史，所以对于 λ 经历了多少循环是无所得知的。这个积分计算类似前面计
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算 Chern 绝缘体的霍尔电导

∆Pα = −e
∑
n

∫ λ(T )

λ(0)

dλ
∫
BZ

dqα
(2π)

Ωnqα,λ

= −e
∑
n

∫ λ(T )

λ(0)

dλ
∫
BZ

dqα
2π

(∂qαA
n
λ − ∂λA

n
qα
)

= − e

2π

∑
n

∫ λ(T )

λ(0)

dλ[Anλ(2π, λ)−Anλ(0, λ)] + e
∑
n

∫
BZ

[Anqα(qα, λ(T ))−Anqα(qα, λ(0))]

(3.5.10)

(0, λ(0)) (2π, λ(0))

(2π, λ(T ))(0, λ(T ))

=⇒ (0, λ(T ))

(0, λ(0))

(2π, λ(T ))

(2π, λ(0))

由于时间和 q 空间的周期性，一个周期的态最多只能相差一个相因子，所以我们有

|un(0, λ(t))⟩ = eiθ
n
λ(λ(t))|un(2π, λ(t))⟩

|un(qα, λ(0))⟩ = eiθ
n
qα

(qα)|un(qα, λ(T ))⟩
(3.5.11)

带入 Berry 联络里计算得到

Anλ(2π, λ(t)) = ⟨un(2π, λ(t))|i
∂

∂λ
|un(2π, λ)⟩

= ⟨un(0, λ(t))|e−iθ
n
λ(λ(t))i

∂

∂λ
e−iθ

n
λ(λ(t))|un(0, λ(t))⟩

= Anλ(0, λ(t)) +
∂θnλ(λ(t))

∂λ

(3.5.12)

Anqα(qα, λ(T )) = Anqα(qα, λ(0)) +
∂θnqα(qα)

∂qα
(3.5.13)

带入极化强度表达式得到

∆Pα = − e

2π

∑
n

∫ λ(T )

λ(0)

dλ∂θ
n
λ(λ(t))

∂λ
+

e

2π

∑
n

∫
BZ

dqα
∂θnqα(qα)

∂qα

= − e

2π

∑
n

[θnλ(λ(T ))− θnλ(λ(0))− θnqα(2π) + θnqα(0)]

(3.5.14)

由于周期性，上式相因子叠加后只能为 2πν, ν ∈ Z. 所以最后结果为

∆Pα = −eνa (3.5.15)

其中 a 是补上的晶格常数。这里出现的 ν 作为绝热输运的拓扑不变量。

布洛赫基到瓦尼尔基变换

|R,n⟩ = 1

(2π)d

∫
dke−ik · (R−r)|unk⟩ (3.5.16)

King-Smith 证明了极化强度可以定义为 R = 0 时对所有 Wannier 态的电荷中心的能带求和

P = −e
∑
n

⟨R = 0, n|r|R = 0, n⟩ = − e

2π

∮
dk · A(k) (3.5.17)

其中 A(k) = i
∑

n⟨un(k)|∇k|un(k)⟩. 最后一个等号利用了 r = i∇k
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3.6 Thouless 电荷泵

在一维绝缘体的循环绝热演化中

H(k, t+ T ) = H(k, t) (3.6.1)

通过绝缘体泵浦的电荷总是整数，它被定义为一个拓扑不变量，也就是电极化矢量

∆P = − e

2Pi
[A(k, T )−A(k, 0)]dk = −nea (3.6.2)

我们举个例子来说明电荷泵浦过程，Rice-Mele 模型：

H = hst(t)
∑
i

(−1)ic†ici +
1

2

N∑
i=1

[t0 + δ(t)(−1)i]c†ici+1 + h.c. (3.6.3)

其中

(δ(t), hst(t)) =

(
δ0 cos 2πt

T
, h0 sin 2πt

T

)
(3.6.4)

这里 N 是偶数，这是一个时间依赖的模型：δ(t) 表示在交错子格或者二聚体中第 i 个和 i+ 1 个电子从平衡

位置的偏移。δ(t) 和 hst(t) 都是时间 t 以 T 为周期的函数。

哈密顿可以约化成两个子格系统

H = hst(t)

N∑
j=1

a†jaj − hst(t)
∑
j=1

b†jbj +
1

2

N∑
j=1

(t0 − δ(t))a†jbj +
1

2

N∑
j=1

[t0 + δ(t)]a†j+1bj + h.c. (3.6.5)

t
0 −

δ(t)

t 0
+
δ(
t)

i i+ 1

我们考虑一个偶数个格子的系统，采用周期边界条件。做傅里叶变换

ak =
1√
Na

N∑
j=1

aje
−ikja

bk =
1√
Na

N∑
j=1

bje
−ik(j+ 1

2 )a

(3.6.6)

得到

H(t) = hst
∑
k∈BZ

(a†kak − b†kbk) +
1

2
(t0 − δ(t))

∑
k

a†kbke
i ka

2 +
1

2
(t0 + δ(t))

∑
k

a†kbke
−i ka

2 + h.c. (3.6.7)

H(t) =
∑
k∈BZ

(
a†k b†k

)
H(k, t)

(
ak

bk

)
, H(k, t) =

(
hst(t) t0 cos ka

2
− iδ(t) sin ka

2

t0 cos ka
2
+ iδ(t) sin ka

2
−hst(t)

)
(3.6.8)

H(k, t) = d(k, t)·σ (3.6.9)

其中

dx(k, t) = t0 cos ka
2
, dy(k, t) = δ(t) sin ka

2
, dz(k, t) = hst(t) (3.6.10)

t 时刻两带色散关系为

E(k, t) = ±|d(k, t)| = ±
√
t20 cos2 ka

2
+ δ20 cos 2πt

T
sin2 ka

2
+ h20 sin2 2πt

T
(3.6.11)
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当 h0 = 0 或 δ0 = 0 并且 t0 = 0 时，出现简并点。两带之间的能隙为 ∆E = min(2|t0|, 2|h0|, 2|δ0|). 所以绝热
条件要求有 T ≫ h̄

min(2|t0|,2|h0|,2|δ0|)
. 如果低能带全部占满，在循环绝热演化中的电荷泵浦与基态的 Chern 数

有关 ∆P = −eaC

C =
1

2π

∫ T

0

dt
∫
BZ

dkΩnk,t

=
1

4π

∫
BZ

dk
∫ T

0

dtd̂(k, t)· (∂kd̂(k, t)× ∂td̂(k, t))

= sgn(t0h0δ0)

(3.6.12)

因为 t 的周期性，k − t 平面形成一个闭合的环面。我们可以看到只要 t0, g0δ0 ̸= 0，Chern 数总是为 1 或者

−1. 拓扑量子相变发生在 h0 = 0, t0 = 0 或者 δ0 = 0, t0 = 0, 其中无论其中任何一个参数改变符号，Chern 数
都会改变符号。

电荷泵浦可以通过开放链的末端态来理解。当 hst = 0, δ(t) ̸= 0 时，Rice-Mele 模型化简为 SSH 模型。
t = 0 时，(δ(t), hst(t)) = (+δ0, 0)，从 i = 1 开始，沿着格点的隧穿振幅为 t0 − δ0, t0 + δ0, t0 − δ0, · · · . 假
设 t0 > δ0 > 0. 在这种情况下，在链的两端分别存在两个零能的末端态，这两个末端在 h0 = 0 简并。半满

情况下，一个电子平均占据两个格点，我们假设右边的末端态被电子占据，左边的末端态空占据。随着时间

的增加，On-site 项 hst(t) 把末端态从零能拉到价带，一个被拉到正能带，一个被拉到负能带。在 t = T
2
时，

(δ(t), hst(t)) = (−δ0, 0). 隧穿振幅变成 t0 + δ0, t0 − δ0, t0 + δ0, · · · . 在这种情况下，由于两个末端态演化到了
体态，所以此时末端态消失。当 t 连续增加，末端态重新出现。但是占据电子的末端态变成了左边，右边的末

端态则成了空占据。在 t = T 时，(δ(t), hst(t)) = (+δ0, 0). 隧穿振幅变回 t = 0 的状态。哈密顿重新回到了

t = 0 的样子。虽然能量本征态没有发生改变，由于半满时基态的双重简并，电子的构型发生了改变：t = 0 时

处于右边末端态的电子，在 t = T 时被输运倒了左边的末端态。通过这种方式，电子从左边被泵浦到了右边。

瞬时谱如下:

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

-1.0
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3.7 Fu-Kane 泵浦

Fu 和 Kane 通过推广无自旋的 Rice-Mele 模型提出了自旋 1
2
的自旋泵浦电子模型：

H = hst(t))
∑

i,σ=±1

(−1)ic†i,σσ
z
σσ

′ci,σ′ +
1

2

∑
i,σ=±1

[t0 + (−1)iδ(t)]c†i,σci+1,σ + h.c. (3.7.1)

其中 (δ(t), hst(t)) = (δ0 cos 2πt
T
, h0 sin 2πt

T
), 哈密顿可以写成三项

H0 =
1

2

∑
i,σ=±1

t0c
†
i,σci+1,σ + h.c.

Vh = hst(t)
∑

i,σ=±1

(−1)ic†i,σσσσ′ci,σ′

Vt =
1

2

∑
i,σ=±1

∑
i,σ

(−1)iδ(t)c†i,σci+1,σ + h.c.

(3.7.2)

引入交错磁场替代 On-site. 我们选择 σz 本征态作为基底，令 ϕ†
k,↑ = (a†k,↑, b

†
k,↑), ϕ

†
k,↓ = (a†k,↓, b

†
k,↓). 这个

模型是一个根据自旋向上和自旋向下的分块对角矩阵

H =
∑
k

(
ϕ†
k,↑ ϕ†

k,↓

)(d+ ·σ 0

0 d− ·σ

)(
ϕk,↑

ϕk,↓

)
(3.7.3)

其中

(d±)x = t0 cos ka
2

(d±)y = δ(t) sin ka
2

(d±)z = ±hst(t)
(3.7.4)

这样，电子自旋向上和自旋向下是解耦的。在 (d±)z 里差一个负号。这样对于自旋向上和自旋向下的 Berry
曲率也差一个负号。当 t 从 0 增加到 T 时，如果自旋向上的电子从左边移动到右边，则必定有另一个自旋向

下的电子从右边移动到左边：

∆P↑ = +ea (3.7.5)

∆P↓ = −ea (3.7.6)

总的来说，循环演化中没有电荷泵浦。除了由电子自旋向上和自旋向下同时反方向移动导致的电子在末端交

换自旋。当 sz 是守恒量时，这个想法可以用来描述量子化自旋泵浦。

在下图中，我们描述了绝热循环代表性点处强耦合极限的基态。在 t = T
4
和 T = 3T

4
处，hst(t) 占主导地

位，系统形成 Neel 态。在 t = 0 和 t = T
2
时，Vt 占主导地位，单态电子对交错占据化学键形成二聚体。值得

注意，t = T
2
与 t = 0 的基态可以通过末端未配对电子来区分。

t

0

T
4

T
2

3T
4

T

↓ ↑ ↓ ↑ ↓ ↑ ↓ ↑ ↓ ↑
↓ ↑
↓ ↓ ↑ ↓ ↑ ↓ ↑ ↓ ↑ ↑
↓ ↓ ↑ ↑
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电子自旋不服从基本守恒定律。自旋泵浦的概念不能简单的推广到 sz 不守恒的情况。然而 Fu −Kane

提出了一个在自旋自由度不守恒时的类似的物理发生。考虑一个自旋轨道耦合 (DMI) 的额外项，

Vso =
∑
i,σ,σ

′

ieso ·σσσ′
(
c†i,σci+1,σ

′ − c†i+1,σci,σ′
)

(3.7.7)

其中 eso 是表征自旋轨道相互作用的一个任意矢量。通过这种方式，z 分量的自旋 σz 不再是一个好量子数

Vso = −2
∑
k,σ,σ

′

eso ·σσσ′ sin ka
2
(a†kσbkσ′ + b†kσakσ′) (3.7.8)

自旋轨道耦合破坏了 sz 的守恒，但系统仍然有额外的对称性，时间反演对称性。哈密顿在 TR 下满足

H(−t) = ΘH(t)Θ−1 (3.7.9)

对于绝热循环演化，我们有

H(t) = H(t+ T ) (3.7.10)

存在两个点 t1 = 0, t2 =
T
2
，在这两点处时间反演不变

H(ti) = ΘH(ti)Θ
−1, i = 1, 2 (3.7.11)

这两个点的存在在循环泵浦的拓扑分类里起到至关重要的作用。

一般来说，在远离守恒定律的情况下，系统将不会有能级交错，在循环的前后，系统将一直停留在相同的

态上。在电荷泵浦的情况下，能级交错由电荷守恒所保护。t1 和 t2 处的能级交错由时间反演对称所保护。在

这两点处，存在着 Kramers 简并：两个态互相时间反演对称，并且有相同的能量。Fu 和 Kane 提出引入时间
反演极化的概念，在自旋泵中将其量子化。

3.8 整数霍尔效应：Laughlin argument

Laughlin 指出，霍尔电导的量子化是规范不变性和迁移率隙存在的结果。考虑沿着 y 方向卷成圆柱的二

维电子气体。磁通 ϕ 穿过圆筒，随时间变化非常缓慢。假设系统有能隙，且费米能在能隙处。根据法拉第定

律变化的磁场诱导绕着磁通 ϕ 的电场 Ey. 霍尔电流密度 Jx 为

Jx = σxyEy (3.8.1)

σxy 是霍尔电导。电荷连续性条件得到流过圆柱体的电荷 Q 是

dQ
dt = −

∮
dl· Jx = −σxy

∮
dl·Ey (3.8.2)

利用 Stokes 定理得到 ∮
dl·Ey =

∫
dS ·∇× Ey (3.8.3)

更进一步，从法拉第定律 ∇× E = −∂B
∂t
得到

dQ
dt = σxy

∫∫
dS· ∂B

∂t
= σxy

dϕ
dt (3.8.4)

或者

∆Q = σxy∆ϕ (3.8.5)
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磁通变化为磁通量子 ∆ϕ = ϕ0 = 2πh̄
e
，霍尔电导变成 σxy = e

h
∆Q. 这样霍尔电导是由改变单位磁通量子后电

荷转移 ∆Q 来决定的。

∆Q 的值是多少？在目前的几何结构中，圆柱体中的磁通量将导致磁矢势的规范变换，

p+ eA→ p+ e(A+ δA) (3.8.6)

这里 δA = h̄
e
∇λ. 波函数在规范变换后多了个相因子

ψ(r) → eiλ(r)ψ(r) (3.8.7)

对于单位量子磁通
∮
δA· dl = ϕ0, 有 λ(r, ϕ = ϕ0) − λ(r, ϕ = 0) = 2π. 这样在改变一个单位磁通后的本征态

不变

H(ϕ = ϕ0) = H(ϕ = 0) (3.8.8)

对于多体系统，一个量子通量变化后，电子的占据数可能会不同，

∆Q = ne (3.8.9)

其中 n 是整数，并且有系统能带结构的拓扑所决定。因此，我们判断

σxy = n
e2

h
(3.8.10)

这个可以被看做电荷巨热泵浦在二维系统里的推广。

Fu-Kane 泵浦是 Laghlin argument 的自旋版本，作为一个从整数霍尔效应到自旋霍尔效应的推广，就像
从电荷泵浦到自旋泵浦一样。对于量子自旋系统，时间反演对称将会给一个不同的拓扑不变量。考虑相同形状

的装置，一个磁通 ϕ 穿过二维的圆柱，这将会导致物理态上一个额外的相位改变 e
i2π ϕ

ϕ0 . 在能带理论中，磁通
起着边缘晶格动量 kx 的作用。随着时间 t 变化，磁通从 ϕ = 0 增加到 phi = ϕ0 构成一个绝热循环演化。在

ϕ = 0 和 ϕ = ϕ0

2
处存在 Kramers 简并

H(0) = ΘH(0)Θ−1

H(
ϕ0

2
) = ΘH(

ϕ0

2
)Θ−1

(3.8.11)

因此，半通量量子的变化将改变两端的电子宇称数。

3.9 时间反演算符

在经典物理中，牛顿定律由于包含了时间的二阶导，所以存在一个时间反演对称。t→ −t

F = m
d2x

dt2
(3.9.1)

对于作用力与时间无关的情况，ΘF = F

ΘF = Θm
d2x

dt2
= m

(
− d

dt

)(
− d

dt

)
x⇒ F = m

d2x

dt2
(3.9.2)

对于麦克斯韦方程

∇·E =
ρ

ϵ0

∇× E = −∂B
∂t

∇·B = 0

∇×B = µ0J + µ0ϵ0
∂E

∂t

(3.9.3)
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两边同时作用时间反演算符 Θ

∇·ΘE =
ρ

ϵ0

∇×ΘE =
∂ΘB

∂t

∇·ΘB = 0

∇×ΘB = µ0ΘJ − µ0ϵ0
∂ΘE

∂t

(3.9.4)

在宏观上，麦克斯韦方程应该具有时间反演对称性，所以在时间反演的要求下必须有

ΘJ = −J, ΘE = E, ΘB = −B (3.9.5)

对于量子系统，我们考虑态的时间演化 |ψ⟩.

|ψ(t)⟩ = U(t)|ψ(0)⟩ (3.9.6)

其中时间演化算符的无穷小生成元正比于哈密顿。现在在时间演化算符上加上时间反演算符

Θ|ψ(t)⟩ = ΘU(t)|ψ(0)⟩ ⇒ |ψ(−t)⟩ = ΘU(t)Θ−1Θ|ψ(0)⟩ ⇒ |ψ(−t)⟩ = ΘU(t)Θ−1|ψ(0)⟩ (3.9.7)

所以我们有

ΘU(t)Θ−1 = U(−t), ΘU(t) = U(−t)Θ (3.9.8)

考虑时间演化算符的无穷小展开

Θ(1− i

h̄
Ht) = (1 +

i

h̄
Ht)Θ ⇒ −ΘiH = iHΘ (3.9.9)

若 Θ 是幺正算符，这意味着 ΘH = −HΘ. 对于幺正的情况有 Θ,H = 0. 这个结果会导致负能解。

HΘ|E⟩ = −ΘH|E⟩ = −EΘ|E⟩, E > 0 (3.9.10)

所以 Θ|E⟩ 也是哈密顿算符的本征矢量，对应的能量本征值是 −E. 除此之外，系统具有时间反演对称要求
[Θ,H] = 0. 这导致了

ΘH = 0 (3.9.11)

由于 Θ 必须是可逆的，这就只能是 H = 0. 在量子力学里为了解决这个矛盾，引入了反幺正算符 Θi = −iΘ.
这使得 [Θ,H] = 0，正好和对称性条件一致。值得注意，在量子场论里，我们不能用 t→ −t 作为时间反演的
定义。时间的流逝并不是各向同性的——固有时沿不同的世界线以不同的速率流逝。而在量子力学里，这个问

题非常简单，因为在量子力学里，时间只是一个参数。这允许我们通过定义反幺正算符来避免量子力学中的这

个问题。当我们引入时间反演作为反幺正算子时，我们避免了负能量。在量子场论中情况不同，负能量状态被

重新解释为反粒子。

我们定义反幺正算子满足：

⟨β̃ | α̃⟩ = ⟨β | α⟩∗

Θ̂ (c1|α⟩+ c2|β⟩) = c∗1|α̃⟩+ c∗2|β̃⟩
(3.9.12)

其中 |α̃⟩ ≡ Θ̂|α⟩, |β̃⟩ ≡ Θ̂|β⟩ 是反幺正变换后的态。如果我们令 c1 = i, c2 = 0 则有

Θ̂i|α⟩ = −i|α̃⟩ = −iΘ̂|α⟩ (3.9.13)

所以有 Θi = −iΘ. 根据上面的定义，可以得到下列结论
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1. Θi = −iΘ

2. 实数与 Θ 对易

3. Θ 满足乘法分配律 Θ(c1|α⟩+ c2|β⟩) = Θ(c1|α⟩) + Θ(c2|β⟩) = c∗1|α̃⟩+ c∗2|β̃⟩

我们可以证明，幺正算符和反幺正算符的乘积依旧是一个反幺正算符，而两个反幺正算符的乘积则是幺正算

符。具体简单证明一下。设 Θ 是反幺正算符，U 是幺正算符

⟨β̃|α̃⟩ = (⟨β|(ΘU)†)(ΘU |α⟩) = ⟨β|U †Θ†ΘU |α⟩ = (⟨β|U †U |α⟩)∗ = ⟨β|α⟩∗ (3.9.14)

⟨β̃|α̃⟩ = (⟨β|(Θ1Θ2)
†)(Θ1Θ2|α⟩) = (⟨β|Θ†

2Θ2|α⟩)∗ = ((⟨β|α⟩)∗)∗ = ⟨β|α⟩ (3.9.15)

说明 Θ1Θ2 是幺正算符，ΘU 是反幺正算符。任意一个反幺正算符都可以写成幺正算符 U 和复共轭算符 (K)
的乘积

Θ = UK (3.9.16)

定理 3 (Wigner 定理) 每一个保持转移概率的可逆算子都是幺正或反幺正的

我们仅仅在右矢量上定义了复共轭算符 K，而不是左矢：|α̃⟩ = K|α⟩. 复共轭算符并不改变基右矢。因此如果
我们展开 |α⟩ =

∑
a |a⟩⟨a|α⟩

|α̃⟩ = K|α⟩ = K
∑
a

⟨a|α⟩|a⟩

=
∑
a

⟨a|α⟩∗K|a⟩

=
∑
a

⟨a|α⟩∗|a⟩

(3.9.17)

这说明复共轭算符的定义依赖于基的选择。我们可以找到不同基之间复共轭算符的关系，假设旧基和新基之

间由幺正变换 U

|b⟩ = U |a⟩ (3.9.18)

给定 K 在 {|a⟩} 上不变，令 K̃|b⟩ = |b⟩. 我们得到

K̃|b⟩ = |b⟩ ⇒ K̃U |a⟩ = U |a⟩ = UK|a⟩ ⇒ K̃ = UKU † (3.9.19)

我们定义时间反演算符为一个反幺正算符。根据之前无穷小展开可以得到

−ΘiH = iHΘ ⇒ iΘH = iHΘ ⇒ [Θ,H] = 0 (3.9.20)

在时间反演变换下定义

|α̃⟩ = Θ̂|α⟩

|β̃⟩ = Θ̂|β⟩
(3.9.21)

设线性变换 A，|γ⟩ = A†|β⟩, 对偶形式为 ⟨γ| = ⟨β|A. 所以我们有

⟨β|Â|α⟩ = ⟨γ | α⟩ (3.9.22)

由于

⟨γ | α⟩ = ⟨α | γ⟩∗ = ⟨α̃ | γ̃⟩ (3.9.23)
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随遇反幺正算符我们有

⟨β|Â|α⟩ = ⟨α̃ | γ̃⟩

= ⟨α̃|Θ̂|γ⟩

=
⟨
α̃
∣∣∣Θ̂Â†

∣∣∣β⟩
=
⟨
α̃
∣∣∣Θ̂Â†Θ̂−1Θ̂

∣∣∣β⟩
=
⟨
α̃
∣∣∣Θ̂Â†Θ̂−1

∣∣∣ β̃⟩
(3.9.24)

这说明反幺正算符作用在算符 A† 相似变换的作用。如果 A 是厄米算符.

⟨β|A|α⟩ = ⟨α̃|ΘAΘ−1|β̃⟩ (3.9.25)

我们定义在时间反演下的奇偶性

ΘAΘ−1 =

A 偶

−A 奇
(3.9.26)

我们计算期望

⟨α|A|α⟩ = ±⟨α̃|A|α̃⟩ (3.9.27)

在经典力学里，动量在时间反演的关系为 p→ −p. 在量子力学里则表示成

⟨α|P |α⟩ = −⟨α̃|P |α̃⟩ (3.9.28)

所以有 ΘPΘ−1 = −P . 同样的与经典对应的坐标有 ΘxΘ−1 = x,ΘJΘ−1 = −J
对于自旋 1

2
系统，时间反演会翻转自旋：ΘσαΘ

−1 = −σα 其中 α = x, y, z. 注意到

σyσxσy = −σx
σyσyσy = σy

σyσzσy = −σz

(3.9.29)

由于 σy 是纯虚矩阵，Kσy = −σyK. 所以我们构造时间反演算符为

Θ = iσyK (3.9.30)

显然，由于 K2 = 1. Θ−1 = −iσyK.
Θ2 = −1 (3.9.31)

从转动的角度很容易推广到更高阶自旋情况，考虑 S·n 的本征态 |n,+⟩，本征值为 + h̄
2
.

|n,+⟩ = e−iSzα/h̄e−iSyβ/h̄|+⟩

Θ|n,+⟩ = Θe−iSzα/h̄e−iSyβ/h̄Θ−1Θ|+⟩
(3.9.32)

由于 ΘSαΘ
−1 = −Sα,ΘiΘ−1 = −i

Θ|n,+⟩ = e−iSzα/h̄e−iSyβ/h̄Θ|+⟩ = e−iSzα/h̄e−iSyβ/h̄|−⟩ = |n,−⟩ (3.9.33)

其中 Θ|+⟩ = |−⟩，|±⟩ 是 σz 的本征态。另一方面

|n,−⟩ = e−iSzα/h̄e−iSy(π+β)/h̄|+⟩ = e−iSzα/h̄e−iSyβ/h̄e−iSyπ/h̄|+⟩ (3.9.34)
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注意到 K|+⟩ = |+⟩. 我们得到
Θ = e−iπSy/h̄K = iσyK (3.9.35)

推广到更高阶自旋系统，对于角动量本征值为 j 的角动量算符，时间反演算符为

Θ = ie−iπJyK (3.9.36)

其中 Jy 是角动量 y 方向的分量。接下来我们证明一下 Θ2 = (−1)2j . 我们考虑 Schwinger 变换，将系统看成
2j 个自旋 1

2
的电子直积

S =
N

2
, S =

N∑
i=1

Si, |N
2
,
N

2
⟩ =

N⊗
i=1

|1
2
,
1

2
⟩ (3.9.37)

根据角动量升降算符可以有

|N
2
,m⟩ =

√
(N
2
+m)!

N !(N
2
−m)!

(
S−

h̄
)

N
2 −m|N

2
,
N

2
⟩

=

√
(N
2
+m)!

N !(N
2
−m)!

(
S−

h̄
)

N
2 −m

N⊗
i=1

|1
2
,
1

2
⟩

(3.9.38)

所以时间演化算符可以写成直积形式 Θ =
⊗N

i=1 σ
i
yK

Θ|N
2
,m⟩ =

N⊗
i=1

iσiy|
N

2
,m⟩ (3.9.39)

所以我们得到

Θ|ψ⟩ = Θ
∑
m

∫
dr|r; N

2
,m⟩⟨r; N

2
,m|ψ⟩

=
∑
m

∫
dr⟨ψ|r; N

2
,m⟩Θ(|r⟩ ⊗ |N

2
,m⟩)

=
∑
m

∫
dr⟨ψ|r; N

2
,m⟩|r⟩ ⊗Θ|N

2
,m⟩

=
∑
m

∫
dr⟨ψ|r; N

2
,m⟩|r⟩

N⊗
i=1

iσiy|
N

2
,m⟩

(3.9.40)

所以我们有 Θ2 = (−1)N = (−1)2j . 得证。
这意味着对于系统总角动量为奇数或者奇数个自旋 1

2
的费米子而言，存在 Kramers 简并。对于偶数个费

米子系统或者总角动量为偶数的系统而言，则没有 Kramers 简并。

定理 4 (Kramers 简并) 时间反演不变系统中奇数电子的能态至少有双重简并。

这里简单证明一下，对于 Θ2 = −1 的系统，考虑两个态 |ψ⟩, |ϕ⟩

⟨ψ|Θ|ϕ⟩ = ⟨|Θϕ⟩ = ⟨Θ2ϕ|Θψ⟩ = −⟨ϕ|Θ|ψ⟩ (3.9.41)

令 ψ = ϕ 得到

⟨ϕ|Θ|ϕ⟩ = −⟨ϕ|Θ|ϕ⟩ ⇒ ⟨ϕ|Θ|ϕ⟩ = 0 (3.9.42)

这意味着 |ϕ⟩ 与 Θ|ϕ⟩ 正交。如果系统具有时间反演不变性，则有 [Θ,H] = 0

H|ϕ⟩ = E|ϕ⟩ ⇒ HΘ|phi⟩ = ΘH|ϕ⟩ = EΘ|ϕ⟩ (3.9.43)

这说明 Θ|ϕ⟩ 也是 H 能量值为 E 的本征态。并且与 |ϕ⟩ 正交。这种简并叫做 Kramers 简并
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3.10 时间反演对称和 Z2 指标

时间反演对称意味着 [H(r),Θ] = 0, 其中时间反演算符为 Θ = −iσyK，K 是复共轭算符。注意在能带里
时间反演对称意味着

H(−k) = ΘH(k)Θ−1 (3.10.1)

因为 k 是个好量子数，在哈密顿里已经替换了 p = −ih̄∇，动量在时间反演下会改变符号。在二维方格子的
布里渊区内，有 4 个时间反演不变点。这些点满足 −Γi = Γi + niG. G 是倒格矢，n1 = 0, 1. 在这些点处，
Γi =

niG
2

:
H(Γi) = ΘH(Γi)Θ

−1 (3.10.2)

总是成立，因此在这些点处总是存在 Kramers 简并。一对这样的简并对 E2n−1()k,E2n(k) 叫做 Kramers 对。
Kramers 对分别被标记为 (n, I), (n, II). 一对 Kramers 对通过时间反演算符联系起来，同时有一个冗余相因

图 11: 沿着一个方向倒格矢的能带结构图 E(k). Kramers 对在 TRI 点处交叠。

子。它们在时间反演点发生交叠。如果 Kramers 对与其他对之间有一个有限能隙的间隔，可以定义一个拓扑
不变量。

为了简单起见，我们考虑一个一维系统并且假设没有额外的简并除了时间反演对称性。因此 2N 个本征

态可以分成 N 对能级，满足

|uIn(−k)⟩ = −eiχk,nΘ|uIIn (k)⟩ (3.10.3)

两边乘以 Θ 利用 Θ2 = −1(电子系统 spin 1
2
)

Θ|uIn(−k)⟩ = −Θeiχk,nΘ|uIIn (k)⟩ = −Θeiχk,nΘ−1Θ2|uIIn (k)⟩ = e−iχ−k,n |uIIn (k)⟩ (3.10.4)

替换 k → −k 得到
|uIIn (−k)⟩ = eiχk,nΘ|uIIn (k)⟩ (3.10.5)

考虑自然单位，电荷单位 −e = 1. 与 s = I 或 II 任何一类相关的部分极化可以写成

P s =

∫
BZ

dk
2π
As(k) (3.10.6)

其中 As(k) = i
∑

n⟨u
s
n(k)|∇k|usn(k)⟩. 这个部分极化在 |uIn(k)⟩ 和 |uIIn (k)⟩ 的相因子改变下是不变的。然而他

们依赖于每个能带指标 I, II 的选择。为了明显的看出这种不变性，我们把积分拆成两部分

P I =

∫ π

0

dk[AI(k) +AI(−k)] (3.10.7)
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我们利用时间反演关系 ⟨ΘuIIn k|∇k|Θun(k)II⟩ = −⟨uIIn (k)|∇k|uIIn (k)⟩ 得到

AI(−k) = i
∑
n

⟨uIn(−k)|∇−k|uIn(−k)⟩

= −i
∑
n

⟨ΘuIIn (k)|e−iχk,n∇ke
iχk,n |ΘuIIn (k)⟩

= −i
∑
n

⟨ΘuIIn (k)|i|ΘuIIn (k)⟩∇kχk,n − i
∑
n

⟨ΘuIIn (k)|∇k|ΘuIIn (k)⟩

= ∇kχk,n +AII(k)

(3.10.8)

值得注意，最后一个等号利用了时间反演算符的性质：

⟨β|A|α⟩ = ⟨Θα|ΘA†Θ−1|Θβ⟩ (3.10.9)

利用这个性质，我们可以得到

⟨ΘuIIn (k)|∇k|ΘuIIn (k)⟩ = ⟨uIIn (k)|Θ∇kΘ
−1|uIIn (k)⟩ = −⟨uIIn (k)|∇k|uIIn (k)⟩ (3.10.10)

所以得到

P I =

∫ π

0

dk
2π
A(k) +

1

2π

∑
n

(χπ,n − χ0,n) (3.10.11)

其中 A(k) = AI(k) +AII(k)，我们引入一个 U(2N) 矩阵 wmn = ⟨um(−k)|Θ|un(k)⟩，非零项只有次对角线上
的项

⟨uIn(−k)|Θ|uIIn (k)⟩ = −e−iχk,n

⟨uIIn (−k)|Θ|uIn(k)⟩ = e−iχ−k,n

(3.10.12)

w 矩阵是所有 n 对应 2 × 2 矩阵

(
0 −e−iχk,n

e−iχ−k,n 0

)
的直和。在 k = 0, π 处 w 是反对称矩阵。一个反对

称矩阵可以用 Pfaffian 来表征，它的平方等于它的行列式。这样我们有

Pf [w(π)] =
∏
n

[−e−iχπ,n ], Pf [w(0)] =
∏
n

[−e−iχ0,n ],
Pf [w(π)]

Pf [w(0)]
= e−i

∑
n(χπ,n−χ0,n) (3.10.13)

所以有

i ln Pf [w(π)]
Pf [w(0)]

=
∑
n

(χπ,n − χ0,n) (3.10.14)

这样得到

P I =
1

2π

[∫ π

0

dkA(k) + i ln Pf [w(π)]
Pf [w(0)]

]
(3.10.15)

类似的可以计算 P II .

P II =

∫
BZ

dk
2π
AII(k)

=

∫ π

0

dk
2π
AII(k) +

∫ 0

−π

dk
2π
AII(k)

=

∫ 0

−π

dk
2π
AII(−k) +

∫ 0

−π

dk
2π
AII(k)

(3.10.16)

很自然的得到：

AII(−k) = AI(k) +∇kχ−k,n (3.10.17)
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这样算的部分极化率为

P II =

∫ 0

−π

dk
2π
A(k) +

1

2π

∑
n

(χ0,n − χπ,n) (3.10.18)

所以我们得到

P II =
1

2π

[∫ 0

−π
dkA(k) +

∑
n

(χ0,n − χπ,n)

]

=
1

2π

[∫ 0

−π
dkA(k) + i ln Pf [w(0)]

Pf [w(π)]

] (3.10.19)

Kramers 对的电荷极化率为
Pρ = P I + P II (3.10.20)

时间反演极化率定义为

Pθ = P I − P II

=
1

2π

[∫ π

0

dkA(k)−
∫ 0

−π
dkA(k) + 2i ln Pf [w(π)]

Pf [w(0)]

] (3.10.21)

根据之前定义的 wmn(k) 可以得到

|um(−k)⟩ = wmn(k)Θ|un(k)⟩ (3.10.22)

做替换 k → −k，利用 Θ2 = −1 可以得到：wmn(k) = −wnm(−k). w 是一个 U(2N) 矩阵。我们定义非 Abel
Berry 矢势为

amn(−k) = i⟨um(−k)|∇−k|un(−k)⟩

= i⟨Θui(k)|w∗
mi∇−kwnj |Θuj(k)⟩

= −i⟨Θui(k)|w∗
mi(∇kwnj)|Θuj(k)⟩ − i⟨Θui(k)|w∗

miwnj∇k|Θuj(k)⟩

= −i⟨uj(k)|Θ(w∗
mi∇kwnj)

†Θ−1|ui(k)⟩ − iw∗
miwnj⟨Θui(k)|∇k|Θuj(k)⟩

= −i⟨uj(k)|Θ∇kw
∗
jnwimΘ

−1|ui(k)⟩ − iw∗
miwnj⟨Θui(k)|∇k|Θuj(k)⟩

= i⟨uj(k)|(∇kwjn)w
∗
im|ui(k)⟩+ iw∗

miwnj⟨uj(k)|∇k|ui(k)⟩

= iw∗
im∇kwin + w∗

miwnja
ji(k)

(3.10.23)

写成矩阵形式：

a(−k) = wa(k)w† + iw†∇kw (3.10.24)

计算 Berry 势需要对非 Abel 势取 Trace，得到

A(−k) = Tr[a(−k)] = Tr[wa(k)w† + iw†∇kw] = A(k) + iT r[w†∇kw] (3.10.25)

所以我们得到

Pθ =
1

2π

[
−iT r[w†∇kw] + 2i ln Pf [w(π)]

Pf [w(0)]

]
=

1

2πi

[
Tr[w†∇kw]− 2 ln Pf [w(π)]

Pf [w(0)]

] (3.10.26)

很容易我们看到

Tr
[
w†∇kw

]
= i
∑
n

[
∇kχ−k,n − i∇kχk,n

]
(3.10.27)

81



利用 w 是 U(2N) 矩阵得到

Tr[w†∇kw] = Tr[∇k lnw(k)] = ∇k ln det[w(k)] (3.10.28)

所以 Pθ 可以写成

Pθ =
1

2πi

[
ln det(w(π))

det(w(0)) − 2 ln Pf(w(π))
Pf(w(0))

]
(3.10.29)

得到关系式

(−1)Pθ =

√
det[w(π)]
Pf [w(π)]

√
det[w(0)]
Pf [w(0)]

(3.10.30)

之前的 Fu−Kane 自旋 pump 中，从 t = 0 到 t = T
2
过程中，Wannier 态交换成对。在这个过程中，时间

图 12: (a) 图表示 Wannier 态时间反演对中心的演化，在 t = 0, t = T/2 之间，Wannier 态交换配对伙伴，结
果导致末端出现未配对的 Wannier 态。(b) 由 k − t 定义的环面

反演极化率改变 1. 此外，这个交换导致了在每一个末端出现未配对的 Wannier 占据态。由于 Wannier 态是
成对出现的，因此每一端必定有两个 Kramers 简并度，从而导致总简并度为 4。
当系统从 t = t/2 演变到 t 时，又出现了另一个交换，时间反转极化恢复到原来的值。然而由于 H(t) =

ΘH(T − t)Θ−1，两端开的系统在 t 时刻不会回到原来的状态，但由于 t = t/2 处的能级交叉，其末端处于激

发态。

我们现在把这个非平凡 pump 循环的出现与作为 t 的函数的体态基态的拓扑性质联系起来。我们考虑时
间反演极化率在 t = 0 到 T/2 的变化。注意，虽然 PΘ 不是规范不变的，但是 Pθ 的变化量是规范不变的。差

值：

∆ = [Pθ(T/2)− Pθ(0)] mod 2 (3.10.31)

定义了 Z2 拓扑不变量，用来表征由 k 和 t 定义的 T 2 流形到波函数 |un(k, t)⟩ 的映射。从 TR 极化率表达式
Pθ 可以得到这个不变量为

(−1)∆ =

4∏
i=1

√
det[w(Γi)]
Pf [w(Γi)]

(3.10.32)

这里 Γi 是四个 TRIM点。通过沿着路径 c12 和 c34 连续演化
√

det[w(k, t)]，选择平方根的分支为 Pθ 表达式所

写。为了应用这个公式，在环面上连续定义波函数是至关重要的。通过 U(2N)变换 (|un⟩ =
∑

m Unm(k)|um(k)⟩)
总是能找到这样光滑定义的波函数，因为 Chern 数为 0.
如果一个绝缘体有附加的反演对称性，那么存在一个简单的导数方法去计算 Z2 不变。假设哈密顿 H 满

足反演不变

H(−k) = PH(k)P−1 (3.10.33)
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其中宇称算符定义为

P |r, sz⟩ = P | − r, sz⟩ (3.10.34)

这里由于 r 是坐标，sz 是赝矢量，结合 TR 对称和 P 对称的一个显然的结果是 Berry 曲率为 0：

F (k) = ∇k ×A(k) = 0 (3.10.35)

具体证明可以参考 Bernevig 第四章最后一段，简单来说，根据 Berry 曲率的定义，在时间反演下 F (−k) =
−F (k)，在空间反演下 F (−k) = F (k). 考虑在 TRIM 点 Γi 的第 m 对占据能带，我们定义 P |u2m,Γi

⟩ =

ξ2m(Γi)|u2m,Γi
⟩ 其中宇称本征值 ξ2m(Γi) = +1,−1. 简并的 Kramers 对共同拥有相同的本征值 ξ2m = ξ2m−1

3.
在这个情况下，有一个简单公式去计算 δ

(−1)ν =
∏
i

N∏
m=1

ξ2m(Γi) (3.10.36)

Z2 与 Berry 曲率的关系

PHYSICAL REVIEW B 74, 195312 (2006) 附录部分

3.11 二维或三维的推广

从二维 Z2 推广到三维 Z2 是一件里程碑的事情。拓扑不变量表征了二维带结构可以通过将二维系统卷成

圆柱来构建。通过圆柱的磁通扮演一个圆周晶格动量 kx 的角色，其中 ϕ = 0 和 ϕ = ϕ0

2
对应于两个边缘时间

反演动量 kx = Λ1 = 0 和 kx = Λ2 = π
a
. Z2 不变量表征了在 kx = Λ1 和 kx = Λ2 之间一维系统末端 Kramers

简并中的时间反演极化。对于二维周期边界的系统，这个改变与体态带结构有关。对于方格子，FBZ 中四个
TRIM 点分别是

Γnx,ny
=
(nx

2
Gx,

ny
2
Gy

)
(3.11.1)

其中 nx, ny = 0, 1. 对于与 Gy 垂直的边缘，一维边缘时间反演不变动量点事 kx = Λ1 和 kx = Λ2, 满足
Γ1,ny

− Γ0,ny
= Gx

2
. 这样，时间反演极化可以表示成 πx = δx1δx2, 其中

δxi =

√
det[w(Γi,y)]

Pf [w(Γi,y)]
= ±1 (3.11.2)

上式表示对于垂直 ky 方向的 TRIM 点计算。πx 并不是规范不变的，依赖于 k 的规范可以改变任意对 δi 的

符号。如果我们把这个系统沿着另一个方向卷成圆柱，我们可以得到时间反演极化 πy = δy1δy2. 他们的乘积
是规范不变的：

(−1)ν =
∏

nx,ny=0,1

√
det[w(Γnx,ny

)]

Pf [w(Γnx,ny
)]

(3.11.3)

这个 ν 可以等于 0, 1，并且定义了一个单独的二维 Z2 不变量。对于三维晶格的 Z2 不变量可以化简到二维情

况里。三维布里渊区可以沿着 x, y 卷成甜甜圈。对于三维情况，有八个 TRIM 点：

Γi=(n1,n2,n3)
=
(n1

2
G1,

n2

2
G2,

n3

2
G3

)
(3.11.4)

3
对于 Kramers 对 |u2m(Γi)⟩ 和 |u2m+1(Γi) = Θ|u2m(Γi)⟩

由于 [P,Θ] = 0,，所以有 P |u2m(Γi)⟩ = ξ2m(Γi)|u2m(Γi)⟩ 和 P |u2m+1(Γi)⟩ = PΘ|u2m(Γi)⟩ = ξ2m(Γi)|u2m=1(Γi)⟩. 此即一对 Kramers 对
的空间反演本征值一样
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其中 nj = 0, 1. 他们可以被看做平行六面体的八个顶角。对于固定的 n1，例如 n1 = 1，点集合为(n1

2
G1,

a2
2
G2,

a3
2
G3

)
(3.11.5)

对于所有 a1, a3 ∈ [− 1
2
, 1
2
) 定义了一个二维系统对应时间反演对称性的二维布里渊区，其中 Z2 不变量可以用

二维系统的方法计算，被称为 νn1=1. 其余五个不变量 νn1=0, νn2=0,1 和 νn3=0,1 可以用相似的方法来定义。这

六个不变量由平行六面体的六个面联系起来。因为他们属于相同的三维晶格，仅仅只有四个是独立的。这是由

于约束条件：

νn1
· νn1=1 = νn2=0 · νn2=1 = νn3=0 · νn3=1mod2 (3.11.6)

这个四个独立不变量可以被选定为 ν0 = νn1=0νn1=1, ν1 = νn1=1, ν2 = νn2=1, ν3 = νn3=1. 这个指标 ν0; (ν1, ν2, ν3)

反应了表面态的拓扑。ν0 由下式给出

(−1)ν0 =
∏

n1,n2,n3

√
det
[
w(Γn1,n2,n3

)
]

Pf [w(Γn1,n2,n3
)]

(3.11.7)

如果 ν0 = 1，那么这个系统是一个强拓扑绝缘体，在晶格的所有表面上伴随着奇数个狄拉克 cone。如果 ν0 = 1，

那么晶格是一个弱拓扑绝缘体，伴随着表面上有偶数个狄拉克 cone。后者拓扑等价于一个二维绝缘体并且因
此没有对无序的 Robust. 举个例子 0; (0, 0, 1), 这个表面态对应于由 G2 和 G3 生成的二维布里渊区有两个狄

拉克 cones(ν1 = 0)，并且对于在由 G1 和 G3 生成的布里渊区中有相同的表面态 (ν2 = 0). 但是在 G2 −G3 平

面上没有表面态 (ν3 = 1)

3.12 修正狄拉克方程的相图

我们先考虑修正狄拉克方程是否拓扑平凡或者拓扑不平凡。对于一个无穷系统或者周期性边界条件而言，

波函数的一般解可以表示成

Ψν = uν(p)e
i
h̄ (p · r−Ep,νt) (3.12.1)

对于平面波解而言，动量是一个好量子数。四条能带的色散关系为

Ep,ν=1,2 =

√
v2p2 + (mv2 −Bp2)2 (3.12.2)

Ep,ν=3,4 = −
√
v2p2 + (mv2 −Bp2)2 (3.12.3)

四分量旋量 uν(p) 可以表示成 uν(p) = Λ 1
2
uν(p = 0). 其中 Λ 1

2
为

Λ 1
2
=

(
cosh ρ

2
n ·σ sinh ρ

2

n ·σ sinh ρ
2

cosh ρ
2

)
(3.12.4)

所以得到 Boost 矩阵

Λ 1
2
=

√
ϵp

2Ep,1

(
I −vp

ϵp
·σ

vp
ϵp

·σ I

)
(3.12.5)

其中 ϵp = Ep,1 + (mv2 −Bp2). 当 p = 0 时，狄拉克方程的解为

Huν(p = 0) = Euν(p = 0) ⇒ Ep,ν=1,2 = −Ep,ν=3,4 = mv2,

u1(p = 0) =


1

0

0

0

 , u2(p = 0) =


0

1

0

0

 , u3(p = 0) =


0

0

1

0

 , u4(p = 0) =


0

0

0

1


(3.12.6)
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所以得到

uν(p) =
√

ϵp
2Ep,1


1 0 −pzv

ϵp
−p−v

ϵp

0 1 −p+v

ϵp

pzv
ϵp

pzv
ϵp

p−v

ϵp
1 0

p+v

ϵp
−pzv

ϵp
0 1

uν(p = 0) (3.12.7)

修正狄拉克方程的拓扑性质可以通过获得的这些解得到。

u1(p) =
√

ϵp
2Ep,1


1

0
pzv
ϵp
p+v

ϵp

, u2(p) =
√

ϵp
2Ep,1


0

1
p−v

ϵp

−pzv
ϵp

 , u3(p) =
√

ϵp
2Ep,1


−pzv

ϵp

−p+v

ϵp

1

0

 , u4(p) =
√

ϵp
2Ep,1


−p−v

ϵp
pzv
ϵp

0

1


(3.12.8)

狄拉克方程在时间反演下不变，并且可以通过 Z2 拓扑分类来分类。

H = vα· p + (mv2 −Bp2)β (3.12.9)

这里讨论一下狄拉克表示下的时间反演算符的表示矩阵：

在量子场论里狄拉克方程为

(i/∂ −m)ψ(x) = 0 (3.12.10)

量子化解为

ψ(x) =

∫
d3x

(2π)3
1√
2Ep

∑
s

(
aspu

s(p)e−
i
h̄p· x + bs†p v

s(p)e
i
h̄p· x

)
(3.12.11)

ψ(x) 架设表示空间，时间反演算符作用上去得到线性表示：

Θψ(x)Θ−1 =

∫
d3x

(2π)3
1√
Ep

∑
s

(
a−s−p[u

s(p)]∗e
i
h̄p· x + b−s

†

−p [vs(p)]∗e−
i
h̄p· x

)
(3.12.12)

对于 us(p) 而言

us(p) =

(√
p·σξs

√
p· σ̄ξs

)
(3.12.13)

ξs 是二分量旋量，我们定义 ξ−s = −iσ2(ξs)∗ 为该二分量旋量的时间反演对应的旋量。ξs = (ξ(↑), ξ(↓))，其中

ξ(↑) =

(
cos θ

2

eiϕ sin θ
2

)
, ξ(↓) =

(
−e−iϕ sin θ

2

cos θ
2

)
(3.12.14)

显然，可以得到：

ξ−s = (ξ(↓),−ξ(↑)), a−sp = (a2p,−a1p), b−sp = (b2p,−b1p) (3.12.15)

定义 p̃ = (p0,−p) 利用等式:σσ2 = σ2(−σ∗) 我们得到

u−s(p̃) =

(√
p̃·σξ−s

√
p̃· σ̄ξ−s

)
=

(√
p̃·σ(−iσ2)(ξs)∗

√
p̃· σ̄(−iσ2)(ξs)∗

)
=

(
(−iσ2)

√
p·σ∗(ξs)∗

(−iσ2)
√
p· σ̄∗(ξs)∗

)

= −i

(
σ2 0

0 σ2

)
[us(p)]∗ = −γ1γ3[us(p)]∗

(3.12.16)
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同理对于反粒子的旋量

vs(p) =

( √
p·σξ−s

−
√
p· σ̄ξ−s

)
(3.12.17)

作用于时间反演后同样的我们得到：

v−s(p̃) = −γ1γ3[vs(p)]∗ (3.12.18)

上面关系式带入费米场算符里得到狄拉克场架设表示空间里的时间反演算符的表示矩阵:

Θψ(x)Θ−1 =

∫
d3x

(2π)3
1√
Ep

∑
s

(
a−s−p[u

s(p)]∗e
i
h̄p· x + b−s

†

−p [vs(p)]∗e−
i
h̄p· x

)
=

∫
d3x

(2π)3
1√
Ep̃

∑
s

(
a−sp̃ (γ1γ3)u−s(p̃)e

i
h̄ p̃· (t,−x) + b−sp̃ (γ1γ3)v−s(p̃)e−

i
h̄ p̃· (t,−x)

)
= γ1γ3

∫
d3x

(2π)3
1√
Ep̃

∑
s

(
a−sp̃ u−s(p̃)eip̃(t,−x) + bs†p̃ v

−s(p̃)e−ip(t,−x)
)

= γ1γ3ψ(−t,x)

(3.12.19)

我们知道 αi = γ0γi，所以 γ1γ3 = −α1α3. 时间反演算符可以写成 Θ = TK. 考虑到时间反演算符的复共轭算
子，如下定义时间反演算符是合理的

Θ = −iαxαzK (3.12.20)

K 是复共轭算符，该算符作用在右矢量上或者波函数上让右矢系数或者波函数系数取复共轭。修正狄拉克方
程在时间反演下仍然是不变的

ΘαxΘ
−1 = −iαxαzKαxiαxαzK = −αx

ΘαyΘ
−1 = −iαxαzKαyiαxαzK = −αy ⇒ ΘαΘ−1 = −α

ΘαzΘ
−1 = −iαxαzKαziαxαzK = −αz

(3.12.21)

修正狄拉克方程哈密顿

H = vα· p + (mv2 −Bp2)β (3.12.22)

满足时间反演对称性：ΘH(p)Θ−1 = H(−p)
p 是一个好量子数。进一步说，我们有时间反演关系

Θu1(p) = −iu2(−p), Θu2(p) = iu1(−p) (3.12.23)

Θu3(p) = −iu4(−p), Θu4(p) = iu3(−p) (3.12.24)

值得注意，量子场论里时间反演算符表示矩阵为 −γ1γ3

−γ1γ3 = −

(
σ1

−σ1

)(
σ3

−σ3

)
= −i

(
σ2

σ2

)
(3.12.25)

u−s(t,−p) = −γ1γ3[us(t,p)]∗ ⇒ us(t,p) = γ1γ3[us(t,−p)]∗ (3.12.26)

也就是说：

γ1γ3u1(p) = −u2(−p), γ1γ3u2(p) = u1(p) (3.12.27)

对应到凝聚态里多了一个 i 系数

Θ = iγ1γ3K (3.12.28)
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所以有反演关系

Θu1(p) = −iu2(−p), Θu2(p) = iu1(−p) (3.12.29)

Θu3(p) = −iu4(−p), Θu4(p) = iu3(−p) (3.12.30)

这样 {u1(p), u2(−p)} 和 {u3(p), u4(p)} 分别是正能和负能的二重简并的 Kramers 对。矩阵 ⟨uµ(p)|Θ|uν(p)⟩
为

⟨u1(p)|Θ|u2(p)⟩ = i⟨u1(p)|u1(−p)⟩ = i
ϵp

2Ep,1
(1−p

2
zv

2

ϵ2p
−|p+|2v2

ϵ2p
) = i

ϵp
2Ep,1

(1−p
2v2

ϵ2p
) = i

mv2 −Bp2

Ep,1
(3.12.31)

⟨u1(p)|Θ|u3(p)⟩ = −i⟨u1(p)|u4(−p)⟩ = −i p−v
Ep,1

(3.12.32)

⟨u1(p)|Θ|u4(p)⟩ = i⟨u1(p)|u3(−p)⟩ = i
pzv

Ep,1
(3.12.33)

⟨u2(p)|Θ|u3(p)⟩ = −i⟨u2(p)|u4(−p)⟩ = i
pzv

Ep,1
(3.12.34)

⟨u2(p)|Θ|u4(p)⟩ = i⟨u2(p)|u3(−p)⟩ = i
p+v

Ep,1
(3.12.35)

⟨u3(p)|Θ|u4(p)⟩ = i⟨u3(p)|u3(−p)⟩ = i
mv2 −Bp2

Ep,1
(3.12.36)

其余的矩阵元由于 Kramers 简并，相互正交而为 0. 考虑到时间反演算符的性质 Θ2 = 1 得到矩阵元满足关系

式：

⟨uµ(p)|Θ|uν(p)⟩ = −⟨Θ2uµ(p)|Θ|uν(p)⟩ = −⟨uν(p)|Θ|uµ(p) (3.12.37)

所以交叠矩阵是一个反对称矩阵，对角元为 0. 以上所有矩阵元是所有的独立矩阵元，可以写出

wµν =


0 imv

2−Bp2

Ep,1
−i p−v

Ep,1
i pzv
Ep,1

−imv
2−Bp2

Ep,1
0 i pzv

Ep,1
i
p+v

Ep,1

i
p−v

Ep,1
−i pzv

Ep,1
0 imv

2−Bp2

Ep,1

−i pzv
Ep,1

−i p+v
Ep,1

−imv
2−Bp2

Ep,1
0

 (3.12.38)

在绝缘体中对于两条满占据的负能带 u3(p)和 u4(−p)，交叠矩阵的子矩阵可以用一个单独的数来表出 ϵµνP (p)

P (p) = i
mv2 −Bp2√

v2p2 + (mv2 −Bp2)2
(3.12.39)

这就是 2 × 2 矩阵的 Pfaffian. 偶数或者奇数个 P (p) 的零定义了 Z2 拓扑不变量。这里我们想要强调无量纲

参数 mB 会决定修正狄拉克方程的 Z2 不变量。因为对于 mB < 0，P (p) 总是非零的，并且 Pfaffian 不存在
零，我们立即可以得出结论，对于 mB ≤ 0 的修正狄拉克方程 (包括 B = 0) 是拓扑平凡的。
对于 mB > 0 的情况是不同的。在连续模型里，布里渊区变成无穷大。在 p = 0 和 p = +∞ 处，P (0) =

isgn(m), P (+∞) = −sgn(B). 在这个情况下，在 p2 = mv
2

B
处 P (p) = 0. p = 0 总是一个 TRIM 点。作为一

个动量空间中的各向同性模型的结果，如果我们把连续模型看成通过让 a → 0 倒格矢 G = 2π
a

→ ∞ 格点模
型的极限，我们可以认为所有 p = +∞ 的点都收缩到一个点上。从这个意义上说，作为方晶格的极限，如果
mB > 0，另外三个 TRIM 点 P (0, G

2
) = P (G

2
, 0) = P (G

2
, G

2
) = P (+∞) 符号与 P (0) 相反。对于立方晶格也

类似，其他七个 TRIM 点的 P (p) 也和 P (0) 异号。正如 Fu，Kane 在文献中所说，我们得出结论，当且仅当
mB > 0，修正狄拉克哈密顿是拓扑非平凡的。
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在二维情况，Z2 指标也可以通过在 p = px + ipy 的复平面沿着半布里渊区计算 P (p) 相位的 Winding
number 来决定：

I =
1

2πi

∮
C

dp ·∇plog[P (p) + iδ] (3.12.40)

由于模型是各向同性的，δ > 0, |p| → +∞ 半圆部分的积分为 0，积分可以被化简到仅仅沿着 px 轴的路径。当

mB > 0 时沿着 px 在环中的一对零点被围道 C 包围，这给出 ν = 1 的 Z2 指数。这定义了非平凡量子自旋霍

尔效应。

Volovok 提出了用格林函数而不是哈密顿来分类拓扑绝缘体。对于三维狄拉克方程，格林函数有形式：

G(iω,p) = 1

iωn −H

= − iωn + vα· p + (mv2 −Bp2)β

ω2
n + h2(p)

(3.12.41)

其中 h(k) = H2 = v2p2 + (mv2 −Bp2)2. 频率 ωn = (2n+1)π
β

. 拓扑不变量定义为

N =
1

24π2 ϵijkTr[K

∫
iωn=0

dpG∂piG
−1G∂pjG

−1G∂pkG
−1] (3.12.42)

其中 K = σy ⊗ σ0 是对称算符。最后结果为：

N = sgn(m) + sgn(B) (3.12.43)

当 mB > 0 时，N = ±2，这定义了拓扑非平凡相。如果 B > 0，存在从 m < 0 的拓扑平凡相到 m > 0 的拓

扑非平凡相。这与 Z2 指标的结果一致。相图如下

trival

non-trival trival

non-trival

4 一维拓扑相

4.1 SSH 模型

最简单的二带模型是聚乙炔的 SSH 模型，它是一个有手征对称性的绝缘体。考虑一维二聚体晶格

H =

N∑
n=1

(t+ δt)c†A,ncB,n +

N∑
n=1

(t− δt)c†A,n+1cB,n + h.c. (4.1.1)

其中 c†A(B),n 和 cA(B),n 是在 A(B) 子格格点 (A(B),n) 上的电子产生湮灭算符。在这个模型里，每一个原胞包
含两个格点，A 和 B，hopping 项连接了两个不同子格格点。原胞内 hopping 振幅是 t+ δt 并且两个原胞间
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的 hopping 为 t − δt. 有两个明显的相，A 和 B 相，如图所示。这两个相被认为是简并的。这两相的界面形
成域壁，域壁附近可能产生孤子解。在本节中，我们将说明在开边界条件下，这两个阶段在拓扑上是不同的。

t
0 −

δ(t)

t 0
+
δ(
t)

i i+ 1

δ < 0

t
0 −

δ(t)

t 0
+
δ(
t)

i i+ 1

δ > 0

SSH 模型有两个不同的相位。实线和虚线分别代表跳跃的长键和短键。注意，边界条件在两个阶段是不同的

格点到 k 的 Wannier 变换为

ak =
1√
N

∑
n

e−iknacA,n

bk =
1√
N

∑
n

e−iknacB,n

(4.1.2)

带入格点 SSH 模型得到

H =
∑
k∈BZ

[[
(t+ δt) + (t− δt)e−ika

]
a†kbk +

[
(t+ δt) + (t− δt)eikab†kak

]]
(4.1.3)

引入 Nambu 旋量得到：

H =
∑
k∈BZ

ψ†
k

(
(t+ δt) + (t− δt)e−ika

(t+ δt) + (t− δt)eika

)
ψk (4.1.4)

写成 Chern 绝缘体形式

h(k) = d·σ

dx = t+ δt+ (t− δt) cos ka

dy = (t− δt) sin ka

(4.1.5)

H =
∑
k

ψ†
k[((t+ δt) + (t− δt) cos ka)σx + (t− δt) sin kaσy]ψk (4.1.6)

利用轮换对称性 σx → σz, σy → σx, σz → σy 以及 k → −k, 我们可以化成标准一维 Dirac 方程。

H =
∑
k

ψ†
k[−(t− δt) sin kaσx + (2δt+ 2(t− δt) sin2 ka

2
)σz]ψk (4.1.7)

参照最小晶格狄拉克方程，我们可以看到有如下对应:

h̄v

a
↔ −(t− δt), ∆ ↔ 2δt, 4B ↔ 2(t− δt) (4.1.8)
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h(k) =
h̄v

a
sin kxaαx +

(
∆− 4B sin2 kxa

2

)
β (4.1.9)

二带 SSH 模型的的色散关系为

E = ±|d(k)|, dx = −(t− δt) sin ka, dz = 2δt+ 2(t− δt) sin2 ka

2
(4.1.10)

考虑负能解

h(k) =

(
dz dx

dx − dz

)
(4.1.11)

特征方程:

h(k)

(
α

β

)
= −

√
d2x + d2z

(
α

β

)
(4.1.12)

得到非归一化本征矢量：|φ⟩ = C

(
1

−dz+
√
d
2
x+d

2
z

dx

)
. 利用归一化条件 ⟨φ|φ⟩ = 1

⟨φ|φ⟩ = |C|2
[
1 +

(dz +
√
d2x + d2z)

2

d2x

]
= 1

=⇒ 2|C|2 d
2
x + d2z + dz

√
d2x + d2z

d2x
= 1

=⇒ |C|2 = 1

2

d2x

d2x + d2z

1

1 + dz√
d
2
x+d

2
z

=⇒ |C|2 = 1

2
(1− dz√

d2x + d2z
)

(4.1.13)

归一化 α, β 为

α =
1√
2

√
1− dz√

d2x + d2z
(4.1.14)

β = − 1√
2

|dx|√
d2x + d2z

1√
1 + dz√

d
2
x+d

2
z

dz +
√
d2x + d2z
dx

= − 1√
2

sgn(dx)
√

1 +
dz√
d2x + d2z

(4.1.15)

归一化负能本征态为

|φ⟩ = 1√
2

sgn(dx)
√

1− dz√
d
2
x+d

2
z√

1 + dz√
d
2
x+d

2
z

 (4.1.16)

考虑半满的情况，也就是说，平均一个电子占据两个格点。对于 δt ̸== 0 的情况，能隙为 4δt.

t
0 −

δ(t)

t 0
+
δ(
t)

i i+ 1

δ > 0
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负能态的 Berry 相位为

γ =

∫
BZ

dk⟨φ|i∂k|φ⟩

=

∫
BZ

dk1
2

[
sgn(dx)

√
1− dz√

d2x + d2z
i∂k

(
sgn(dx)

√
1− dz√

d2x + d2z

)
+

√
1 +

dz√
d2x + d2z

i∂k

√
1 +

dz√
d2x + d2z

]
(4.1.17)

构造三角函数：
dx

dz

θ

其中满足关系式 dz√
d
2
x+d

2
z

= cos θ

Term1 = sgn(dx)
√
1− cos θ∂k(sgn(dx)

√
1− cos θ)

= sgn(dx)
√

2 sin2 θ

2

[
∂k(sgn(dx))

√
2 sin2 θ

2
+ sgn(dx)∂k

√
2 sin2 θ

2

]
= (sgn(dx)∂ksgn(dx))2 sin2 θ

2
+ ∂k sin2 θ

2

(4.1.18)

Term2 =
√
1 + cos θ∂k

√
1 + cos θ

=

√
2 cos2 θ

2
∂k

√
2 cos2 θ

2

= ∂k cos2 θ
2

(4.1.19)

γ =

∫
BZ

dk i
2
(Term1 + Term2) =

i

2

∫
BZ

dk∂k ln sgn(dx)
(
1− dz√

d2x + d2z

)
(4.1.20)

dx = −(t− δt) sin ka, dz = 2δt+ 2(t− δt) sin2 ka

2
(4.1.21)

在第一布里渊区内，当 0 < k < π
2
或者 −∂

2
< k < 0 时，sgn(dx) 是一个常数值，对常数值得偏导为 0。所以

积分仅仅在 0 和 π 点附近的邻域内有值。

γ =
1

2

∫ ∂
a

− ∂
a

dk[i∂k ln sgn(dx)(1−
dz√
d2x + d2z

)]

=
1

2

∫ δ

−δ
dk[i∂k ln sgn(dx)(1− sgn(δt))] + 1

2

∫ π+δ

π−δ
dk[i∂k ln sgn(dx)(1− sgn(t))]

=
i

2
[ln(−1)− ln 1](1− sgn(δt)) + i

2
p[ln 1− ln(−1)](1− sgn(t))

=
π

2
(sgn(t)− sgn(δt)) mod 2π

(4.1.22)

对于 δt > 0 时，γ = 0, 但是对于 δt < 0 时，γ = π. 这与 Dirac 模型的结论是一致的。另外的，Z2winding 指
标为

(−1)ν = δ|ka=0δ|ka=π = sgn( t
δt
) (4.1.23)
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δ|ka=0 = ⟨φ|P |φ⟩ = 1

2

(
sgn(dx)

√
1− sgn(δt)

√
1 + sgn(δt)

)
P

(
sgn(dx)

√
1− sgn(δt)√

1 + sgn(δt)

)
= sgn(δt) (4.1.24)

δ|ka=π = ⟨φ|P |φ⟩ = 1

2

(
sgn(dx)

√
1− sgn(t)

√
1− sgn(t)

)
P

(
sgn(dx)

√
1− sgn(t)√

1 + sgn(t)

)
= sgn(t) (4.1.25)

Berry 相位或者 Winding 数的改变伴随着 δt = 0 附近能隙的关闭和重新打开。这可以被看成能隙从正变化到

负。δt = 0 时，能隙为 0，能级在 k = 0 处交叠。在这一点附近做线性展开得到

H =
∑
k

ψ†
k[−(t− δt)kaσx + (2δt+

1

2
(t− δt)k2a2)σz]ψ (4.1.26)

这正是狄拉克方程的连续模型。这样，我们可以定义能隙 ∆E = 4δt, 不是 4|δt|. δt 的符号改变表明了拓扑相
变。当 Berry 相位为 π 或者 Winding 指数为 ν = 1 时，开边界条件末端态的存在是拓扑相的特征。应该注

-3 -2 -1 0 1 2 3

-2

-1

0

1

2

-3 -2 -1 0 1 2 3

-2

-1

0

1

2

-3 -2 -1 0 1 2 3

-2

-1

0

1

2

图 13: SSH 模型能量色散关系，δ > 0,δ = 0,δ < 0. 能隙在 δ = 0 附近关闭再打开表明发生了量子相变。

意，开边界条件意味着链在两个原胞之间剪断，而不是在原胞内的两个格点之间。假设 t > 0，对于 δt > 0 是

拓扑平凡的，对于 δt < 0 是拓扑非平凡的。换句话说，如果末端键是长键，|t+ δt| < |t− δt|，那就是拓扑非
平凡的。否则就是拓扑平凡的。

拓扑量子相变发生在 δt = 0 处。在长波极限下，当 δt < 0 时，我们可以利用修正狄拉克方程束缚态解。

在这种情况，在末端附近存在零模解。波函数空间分布主要有特征长度决定

ξ− =
2|B|h̄
v

(1−
√
1− 4mB)−1 → h̄

|m|v
=
t− δt

2|δt|
(4.1.27)

当 δt→ 0 时，特征长度发散，这意味着末端态演化成体态，并且系统变成无能隙的。当 δ > 0 时，没有末端

态。因此这个事实解释了 δt = 0 附近的拓扑量子相变。

我们可以用数值计算理论来计算能量本征态，通过对角化得到能量本征值

0 t+ δt

t+ δt 0 t− δt

t− δt 0 t+ δt

t+ δt 0 t− δt

t− δt 0
. . .

. . . 0 t+ δt

t+ δt 0


(4.1.28)

当改变 δt 符号时，可以找到末端处的零模存在。末端态在 δt = −0.1t 和 δt = −0.3t 如图。这解释了对于很

小的 |δt| 波函数有一个更宽的空间分布。
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图 14: 在格点 i 上的末端态波函数 Ψi 的振幅，其中 δt = −0.1 和 δt = −0.3. δt 越小意味着波函数在空间的分布越宽。

然而这个模型最著名的激发是孤子激发和反孤子激发，这是聚乙炔中的电荷和自旋的载流子。他们是 π

相和 0 相这俩截然不同相的 domain wall. 这些解对应于在正负质量区域界面上的狄拉克方程。带隙束缚态的
波函数分布在 domain wall 的周围。考虑电子自旋简并，不同自旋有两个束缚态。孤子的电荷态和自旋态随
局域化化学键表示的 domain wall 的解而变化。根据这两种状态的电子数 n，总共有四种可能的状态:(a) 对于
n = 1，两个中性自旋 1

2
,Sz = ± 1

2
的孤子; (b) 当 n = 0 和 n = 2 时，两类电荷 S±，其中总自旋为零，可视为

无自旋的“离子”。然而，与化学类似物相反，孤子可以自由移动，除非它们被固定住。从拓扑绝缘子的观点

来看，这些状态是拓扑平凡相位和拓扑非平凡相位之间的界面末端状态。

4.2 非厄米 SSH

4.3 拓扑铁磁物质

在 SSH 模型中，哈密顿被写成以 A,B 两个子格为基 (a†k, b
†
k) 的 2× 2 矩阵。如果我们把 A,B 两个子格

换成两个不同自旋的电子 (c†k↑, c
†
k↓) 可以得到一类新的一维拓扑相。对于自旋轨道耦合铁磁，哈密顿写成

H =
∑
k

(c†k↑, c
†
k↓)

[
λ sin k + (M − 4B sin2 k

2
)σz

](
ck↑

ck↓

)
(4.3.1)

其中 c†k,σ 和 ck,σ 是电子自旋 σ = (↑, ↓) 的产生湮灭算符。这里 λ 是强自旋轨道耦合。在没有自旋轨道耦合的

情况下，自旋向上和向下的两个电子带可以很好地分离。如果较低能带被完全填满，则基态被最大自旋完全饱

和，并且系统是一个绝缘铁磁体。在自旋轨道耦合出现的情况下，总自旋 Sz 不再是守恒量。但是，由于 Sz

的期望值仍然是非零，满带仍然是铁磁性的。我们发现，该模型与 SSH 模型具有相同的数学结构，尽管两种
模型的基础不同。它描述了一维拓扑铁磁体。
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5 1-D/2-D 拓扑超流

5.1 p 波超导

p波无自旋配对超导体有两个明显的相，强配对和弱配对相，分别对应拓扑平凡和拓扑非平凡相。在 BCS
理论里，超导体的有效模型为

H =
∑
k

(
h̄2k2

2m
− µ)c†kck +∆∗

kc−kck +∆kc
†
kc

†
−k (5.1.1)

其中 µ 是化学势，决定了电子数。引入旋量 (c†k, c−k) 可以得到

H =
∑
k

(c†k, c−k)

(
1
2
( h̄

2
k
2

2m
− µ) ∆k

∆∗
k − 1

2
( h̄

2
k
2

2m
− µ)

)(
ck

c†−k

)

=
∑
k

(c†k, c−k)

(
1
2
( h̄

2
k
2

2m
− µ) ∆k

∆k − 1
2
( h̄

2
k
2

2m
− µ)

)(
ck

c†−k

) (5.1.2)

改写成 BdG 形式时多的常数 1
2

∑
k(
h̄
2
k
2

2m
−µ) 被忽略掉了。等式第二行通过 U(1) 规范选择可以把序参数变成

实数。对于 p 波配对超导，Cooper 对的序参数满足 ∆k = −∆−k. 为了简单起见，我们令 ∆k = ∆0k. 上述哈
密顿可以写成一维连续系统狄拉克哈密顿

H(k) = ∆kσx +
1

2
(
h̄2k2

2m
− µ)σz = d ·σ (5.1.3)

其中 dx = ∆k, dz = 1
2
( h̄

2
k
2

2m
− µ). 带入上节的 Berry 相位表达式里得到

γ =

∮
dk⟨φ|i∂k|φ⟩

=
1

2

∫ +∞

−∞
dk(i∂k ln sgn(dx))(1−

dz√
d2x + d2z

)

=
1

2

∫ +∞

−∞
dk(i∂k ln sgn(∆0k))(1−

1
2
( h̄

2
k
2

2m
− µ)√

∆0k
2 + 1

4
( h̄

2
k
2

2m
− µ)2

)

=
i

2
[ln 1− ln(−1)](1− sgn(−µ))

(5.1.4)

对于化学势 µ > 0，基态的 Berry 相位总是 π，这里我们假设质量 m 是正的。在这个系统里，如果 ∆ = 0

H =
1

2

∑
k

(
c†k c−k

)
(
h̄2k2

2m
− µ)σz

(
ck

c†−k

)

=
∑
k

(
h̄2k2

2m
− µ)c†kck −

1

2

∑
k

(
h̄2k2

2m
− µ)

(5.1.5)

本征值为 ± 1
2
( h̄

2
k
2

2m
− µ) 的两个态实际上对应的是一个态。这是由于旋量基的冗余。这就是所谓的粒子空穴对

称性，即使在 ∆ ̸= 0 的情况下也成立。稍微求一下 p 波超导下的 C 算符表示矩阵

Particle Hole C : cpσ −→ c†−pσ (5.1.6)

C

(
ck

c†−k

)
C =

(
c†−k

ck

)
= σx

(
ck

c†−k

)
(5.1.7)
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在这个基下 Particle-Hole 变换的表示矩阵：D(C) = σx

−D(C)HT
BdG(−k)D(C) = σx(−∆−kσ

T
x − 1

2
(
h̄2k2

2m
− µ)σTz )σx

= −∆−kσx +
1

2
(
h̄2k2

2m
− µ)σz

= ∆kσx +
1

2
(
h̄2k2

2m
− µ)σz = HBdG(k)

(5.1.8)

p 波超导满足 Particle-Hole 对称性。
在晶格上，k 和 k2 可以替换成 sin k 和 4 sin2 k

2
. 有效模型为

H =
∑
k

(
c†k c−k

)[
∆0 sin kσx + (t+ 4t′ sin2 k

2
)σz

](
ck

c†−k

)
(5.1.9)

准粒子谱能量本征值为

E±,k = ±

√
∆2

0 sin2 k + (t+ 4t′ sin2 k

2

2

) (5.1.10)

这里，t = −µ
2
, t′ = h̄

2

4m
. 我们把 k 空间哈密顿傅里叶变换到实空间里得到

H =
∑
k

∆0

eik − e−ik

2i

1

N

∑
i,j

eik(ri−rj)c†ic
†
j + h.c.+

∑
k

2(t+ 4t′ sin2 k

2
)
1

N

∑
i,j

eik(ri−rj)c†icj

=
1

N

∑
k,i,j

∆0

2i
[eik(ri−rj+1) − eik(ri−rj−1)]c†ic

†
j + h.c.+

1

N

∑
k,i,j

2(t+ 4t′
1− cos k

2
)eik(rirj)c†icj

= 2(t+ 2t′)
∑
i

c†ici − 2t′
∑
i

c†ici+1 + h.c.− i∆0

∑
i

cici+1 + h.c.

(5.1.11)

这就是一维马约拉纳费米子的 Kitaev 模型。
当系统有一个开边界条件时，对于拓扑非平凡相，在边界附近存在一个零能模，满足

γ†(E = 0) = γ(E = 0) (5.1.12)

这样，零模的产生算符等于它自身的湮灭算符。这样的粒子被叫做马约拉纳费米子。由于 Particle-Hole 对称
性，这样的两个态实际上在 Particle-Hole 变换后对应的是一个态。因此，基态是双重简并的，这取决于零能
量模是否被占据。由于有效哈密顿量中的库珀配对项成对地产生或湮灭电子，电子的宇称数总是守恒的。由于

有效哈密顿量中的库珀配对项成对地产生或湮灭电子，电子的宇称数总是守恒的。零模的占据会改变系统的

奇偶宇称数。

p波配对超导和 SSH模型通过部分 Particle-Hole变换联系起来。对格点 B上的电子做一个 Particle-Hole
变换得到

cB,n → c†B,n (5.1.13)

SSH 模型变成

H =

N∑
n=1

(t+ δt)c†A,nc
†
B,n +

N−1∑
n=1

(t− δt)cA,n+1 † c†B,n + h.c. (5.1.14)

这是一个在晶格上的 p 波配对超导。

5.2 一维 p 波超导

拓扑超导的最简单粒子就是一维二维无自旋费米子的 BdG平均场哈密顿。无自旋费米子也可以被看为更
加复杂有自旋的情况或者简单看为源于 TR 对称性破缺的完全自旋极化费米子的玩具模型。我们将首先考虑
具有 p 波超导性的一维链，然后再讨论二维手性 p 波超导体，两者都表现出拓扑超导相。
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5.2.1 1-D p 波超导

5.2.2 2-D p+ip 波超导

5.3 一般超流配对

设 c†kα 是自旋 1/2 费米子的产生湮灭算符，波矢为 k，自旋投影 α =↑, ↓. 质心动量为 0 的一般配对态的

配对振幅。定义为

ψα,β = ⟨ck,αc−k,β⟩ (5.3.1)

首先，我们研究在自旋空间里转动下的配对振幅一般性质。自旋空间 SU(2) 转动矩阵绕 n 无穷小转动形式为

R = 1 +
i

2
n ·σδθ (5.3.2)

其中 σ = (σx, σy, σz) 是泡利矩阵的矢量形式。

σx =

(
0 1

1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0

0 −1

)
(5.3.3)

在这个转动(5.3.2)下，配对振幅 ψα,β 变化形式为

ψ′
α,β = RαγRβδψγδ = Rαγψγδ(Rδβ)

T (5.3.4)

其中 T 表示转置。因为 σT = −σyσσy，我们得到

ψαβ =

(
1 +

i

2
n ·σδθ

)
αγ

ψγδ

(
1− i

2
n ·σyσσyδθ

)
δβ

=

[
ψ +

i

2
(n ·σ)αγδθψγδ −

i

2
ψγδ(n ·σyσσy)δβδθ

]
=

[
ψ +

i

2
n · (σψ)αδδθ −

i

2
n · (ψσyσσy)γβδθ

]
=

[
ψ +

i

2
n · (σψσy − ψσyσ)σyδθ

]
αβ

(5.3.5)

这里我们忽略掉了 δθ2 项，并且定义 2× 2 矩阵 ψ = (ψαβ). 写成矢量形式

ψ′ = ψ +
i

2
n · (σψσy − ψσyσ)σyδθ (5.3.6)

任意 2 × 2 矩阵都可以表示成 A0σ0 + A ·σ. 在自旋空间的 SU(2) 的一个转动，自旋 singletψsinglet 和自旋
tripletψtriplet 分别按照标量和矢量变化。

ψsinglet = A0(k)iσy (5.3.7)

ψtriplet = A(k)· iσσy (5.3.8)

其中 A = (Ax, Ay, Az). 事实上，把上面第一式带入 SU(2) 无穷小变换里，可以看到 ψ′ = ψ. 此外第二式带
入无穷小变换得到

ψ′triplet = ψtriplet +
i

2
n · (σψtripletσy −ψtripletσyσ)σyδθ

= ψtriplet +
i

2
[(n ·σ)(iA·σ)− (iA·σ)(n ·σ)]

= ψtriplet − 1

2
[(n ·σ)(A·σ)− (A·σ)(n ·σ)]

= ψtriplet − 1

2
[σn, A·σ]

(5.3.9)
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稍微计算一下

(n ·σ)(A ·σ) = niσiAjσj = niAj(δij + iϵijkσk) ⇒ (n ·σ)(A ·σ)− (A ·σ)(n ·σ) = 2i(n × A)·σ
(5.3.10)

得到

ψ′triplet = ψtriplet − i(n ×A)·σσyδθ (5.3.11)

这样，我们可以看到 Tripletψtriplet 的确是向量。
由于 ckα 的反对易关系，在交换两个粒子的请况下，ψαβ(k) 必须改变符号。

ψβα(−k) = ⟨c−kβckα⟩ = −⟨ckαc−kβ⟩ = −ψαβ(k) (5.3.12)

这说明轨道部分必须满足

A0(−k) = A0(−k) (5.3.13)

A(−k) = −A(k) (5.3.14)

这是由于 iσy =

(
0 1

−1 0

)
, 自旋单态配对振幅 ψsinglet = A0(k)iσy，对于自旋 triplet ψtriplet = A(k)· iσσy.

自旋部分矩阵为 iσσy = (iσxσy, iσ
2
y, iσzσy) = (−σz, i, σx) 都是对称矩阵。我们可以看到最一般的配对振幅可

以写成

ψ = A0

(
0 1

−1 0

)
+Ax

(
−1 0

0 1

)
+Ay

(
i 0

0 i

)
+Az

(
0 1

1 0

)
=

(
−Ax + iAy A0 +Az

−A0 +Az Ax + iAy

)
(5.3.15)

超流能隙函数为

∆αβ(k) =
∑
k
′
α

′
,β

′

Vαβα′
β
′(k,k′)ψα′

β
′(k′) (5.3.16)

其中 Vαβα′
β
′(k,k′) 是费米子之间相互作用哈密顿的矩阵元

V =
1

2Ω

∑
k,k′

,q,α,β,α′
β
′

Vαβα′
β
′(k,k′)c†−k+ q

2 ,β
c†k+ q

2α
ck′

+ q
2 ,α

′c−k′
+ q

2 ,β
′ (5.3.17)

矩阵元满足

Vβαα′
β
′(−k,k′) = Vαββ′

α
′(k,−k′) = −Vαβα′

β
′(k,k′) (5.3.18)

由于 V 的厄米性我们有

Vα′
β
′
αβ(k

′,k) = V ∗
αβα

′
β
′(k,k′) (5.3.19)

当相互作用当相互作用保证自旋角动量守恒时，矩阵元有如下形式

Vαβα′
β
′(k,k′) =

1

2
(δαα′δββ′ − δαβ′δα′

β)V
(e)(k,k′) +

1

2
(δαα′δββ′ + δαβ′δα′

β)V
(o)(k,k′) (5.3.20)

V (e) 和 V (o) 分别描述偶宇称和奇宇称部分：

V (e)(−k,k′) = V (e)(k,−k′) = V (e)(k,k′) (5.3.21)

V (o)(−k,k′) = V (o)(k,−k′) = −V (o)(k,k′) (5.3.22)
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方程(5.3.20)带入能隙方程(5.3.16)中得到

∆αβ(k) =
1

2

∑
k′

{
[ψαβ(k′)− ψβα(k′)]V (e)(k,k′) + [ψαβ(k′) + ψβα(k′)]V (o)(k,k′)

}
(5.3.23)

右手边第一项描述自旋单态配对

∆singlet(k) = 1

2

∑
k′

(
0 ψ↑↓(k′)− ψ↓↑(k′)

−(ψ↑↓(k′)− ψ↓↑(k′)) 0

)
V (e)(k,k′) =

∑
k′

1

2
(ψ↑↓(k′)−ψ↓↑(k′))V (e)(k,k′)iσy

(5.3.24)
定义

∆(k) =
∑

k

A0(k)V (e)(k,k′)

A0(k) =
1

2
(ψ↑↓(k′)− ψ↓↑(k′))

(5.3.25)

第二项描述自旋三重态配对

∆triplet(k) = 1

2

∑
k′

(
2ψ↑↑(k′) ψ↑↓(k′) + ψ↓↑(k′)

ψ↑↓(k′) + ψ↓↑(k′) 2ψ↓↓(k′)

)
V (o)(k,k′) (5.3.26)

A(k)· iσσy =

(
−Ax + iAy Az

Az Ax + iAy

)
(5.3.27)

比较得知 
−Ax + iAy = ψ↑↑(k)

Ax + iAy = ψ↓↓(k)

Az =
1
2
(ψ↑↓(k) + ψ↓↑(k′))

=⇒


Ax = −ψ↑↑(k)−ψ↓↓(k)

2

Ay =
ψ↑↑(k)+ψ↓↓(k)

2i

Az =
ψ↑↓(k)+ψ↓↑(k)

2

(5.3.28)

∆triplet(k) =
∑

k′

A(k′)· iσσyV
(o)(k,k′) (5.3.29)

定义

∆(k) =
∑

k′

A(k′)V (o)(k,k′) (5.3.30)

所以有

∆triplet(k) = ∆(k)· iσσy (5.3.31)

因为 A(k) 在自旋空间里按照矢量形式变化，所以 ∆(k) 也是如此。由方程(5.3.31)可以知

∆triplet(∆triplet)† = (∆· iσσy)(−iσyσ·∆∗) = (∆·σ)(σ·∆∗)

= ∆i∆
∗
jσiσj = ∆i∆

∗
j (δij + iϵijkσk)

= ∆·∆∗ + i(∆×∆∗)·σ

(5.3.32)

沿着 ∆×∆∗ 的方向建立坐标轴，我们可以看到对于自旋三重态的能隙本征值为√
|∆|2 ± |∆×∆∗|2 (5.3.33)

∆×∆∗ = 0 的配对态被称为幺正的，∆×∆∗ ̸= 0 的配对态被称为非幺正的。换句话说，如果对于所有的相，

矢量 ∆ 是实的，则配对态就是幺正的，对于幺正态，能隙由 |∆(k)| 给出，激发谱为

Ek =

√
ξ2k + |∆(k)|2 (5.3.34)
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非幺正态的性质可以通过考虑 ∆z = 0 的情况来说明

∆×∆∗ =
(
0, 0,∆x∆

∗
y −∆y∆

∗
x

)
(5.3.35)

定义

∆↑↑ = −∆x + i∆y =
∑
k
′

V (0)(k,k′)[−Ax(k′) + iAy(k′)] =
∑
k
′

V (0)(k,k′)ψ↑↑(k′) (5.3.36)

∆↓↓ = ∆x + i∆y =
∑
k
′

V (0)(k,k′)[Ax(k′) + iAy(k′)] =
∑
k
′

V (0)(k,k′)ψ↓↓(k′) (5.3.37)

所以 z 分量为

∆x∆
∗
y −∆y∆

∗
x =

|∆↑↑|2 − |∆↓↓|2

2i
(5.3.38)

对于非幺正情况，考虑 ∆z = 0

∆×∆∗ =
(
0, 0,

|∆↑↑|
2−|∆↓↓|

2

2i

)
(5.3.39)

因此，能隙依赖于自旋方向。

当相互作用在同时转动 k 和 k′ 下不变时，V (k, k′) 可以球面波展开为

V (k, k′) =

∞∑
l=0

Vl(k, k
′)Pl(k̂· k̂′) (5.3.40)

其中 Pl 是勒让德多项式，k̂ = k
k
. s 波超导能隙方程替换成一般情况的能隙方程

∆αβ(k) = − 1

Ω

∑
k′

Vl(k, k
′)
∆αβ(k′)

2Ek,α
(1− 2f(Ek,α)) (5.3.41)

假设 Vl 仅仅在费米面附近非零并且为常数，我们可以把它拿出求和号里，这样得到

1 = −D(EF )Vl

∫ ωc

0

dξ
tanh βcξ

2

ξ
(5.3.42)

这样，相变温度 Tc =
1

kBβ
由大多数吸引相互作用 Vl 的 l 决定

6 拓扑分类

在本节中，我们回顾不同的对称性是如何在费米系统中实现的。令 {ΨI ,Ψ
†
I} 是费米子产生湮灭算符的集

合。在这里，为了便于标记，我们设想我们在格上“正则化”了系统，并且 I, J 标记了格点位置和额外的量

子数，例如泡利自旋量子数 (I = (i, σ))。产生湮灭算符没看组正则反对易关系 {ΨI ,Ψ
†
J} = δIJ。

现在我们考虑一个广义的无相互作用费米子系统，有二次量子化哈密顿 H 来描述。对于非超导系统，H

一般形式为

H = Ψ†
IH

IJΨJ = Ψ†HΨ (6.0.1)

其中 N ×N 矩阵 HIJ 是一次量子化哈密顿。在上式表达式中，我们采用了爱因斯坦求和约定。(类似地，超
导系统用 Bogoliubov-de Gennes (BdG) 哈密顿量描述，为此我们使用 Nambu 旋量而不是复费米子算符，它
的一次量子化形式是在晶格上离散的矩阵 H。)
根据 Wigner 的对称表示定理，量子力学中的任何对称变换都可以在希尔伯特空间上用线性幺正算子或

反线性反幺正算子表示。我们首先考虑一个幺正对称的粒子，由算符群 {G1, G2, · · · } 描述。希尔伯特空间必
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须是这个群的一个表示 {G1,G2, · · · } 表示作用于 Hilbert 空间的算子。对于我们的木渎，根据作用在费米子算
符上引入对称变换是很方便的。也就是说，我们考虑一个线性变换

ΨI → Ψ′
I := UΨIU−1 = UJ

I ΨJ (6.0.2)

其中 U 和 ΨI ,Ψ
†
I 是作用在 Fock 空间的二次量子化算符。然而，UJ

I 是一系列数的组合，并不是一个二次量

子化算符。(更一般的可能，混合了 Ψ,Ψ† 的幺正对称性，这个在后面讲)。现在如果正则反对易关系和 H 被

保持，则系统是在 U 下不变的 ({ΨI ,Ψ
†
J} = U{ΨI ,Ψ

†
j}U

−1,UHU−1 = H)。前一个条件意味着 UJ
I 是幺正矩

阵。稍微证明一下：

U{ΨI ,Ψ
†
J}U

−1 = {UΨIU−1,UΨ†
JU

−1} = {UK
I ΨK ,Ψ

†
L(U

∗)LJ} = UK
I (U∗)LJ δKL = UK

I (U∗)KJ = {ΨI ,Ψ
†
J} = δIJ

(6.0.3)
所以有 U †U = I

幺正对称算符 U 作用在集合指标 I, J, · · · 的空间部分称为空间对称性。特别的，当 U 可以被分解成
U =

∏
i Ui，它是非空间的，被称为在位，例如当它分别作用在每一个格点时。类似的定义也可以用在反幺正

对称算符上。在这一节我们关注于非空间的对称性，例如时间反演对称性这种内禀对称性。

注意上式中所考虑的幺正对称是一种全局对称 (即非规范对称)。局部 (即规范) 对称性将作为 SPT 相的
探测发挥关键作用。

6.1 时间反演对称性

我们考虑时间反演对称性。时间反演 T 是一个作用在费米子产生湮灭算符上的反幺正算符。

T ΨIT −1 = (UT )
J
IΨJ , T iT −1 = −i (6.1.1)
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